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We show that if εI ≤ P1+P2+· · ·+Pk, where I is the identity operator and
P1, . . . , Pk — are orthoprojections that project onto linearly independent
subspaces, then the norm ‖P1 +P2 + · · ·+Pk‖ ≤ k− (k− 1)ε. It was found
that without the linearly independent condition there exit orthoprojections
such that ‖(I − Pk)(I − Pk−1) . . . (I − P1)‖ ≥ 1− 17ε/k2.

В роботi показано, що при умовi εI ≤ P1+P2+ · · ·+Pk, де I одиничний
оператор i P1, . . . , Pk — ортопроектори, якi проектують на лiнiйно-
незалежнi пiдпростори, норма ‖P1 + P2 + · · · + Pk‖ ≤ k − (k − 1)ε.
Без виконання умови лiнiйної незалежностi знайдено опртопроектори,
для яких ‖(I − Pk)(I − Pk−1) . . . (I − P1)‖ ≥ 1− 17ε/k2.

1. Оцiнка норми суми операторiв
Класичним методом розв’язання ряду крайових i варiацiйних задач є
альтернуючий метод Шварца, який пiсля дискретизацiї задачi при-
водить до систем лiнiйних алгебраїчних рiвнянь з великою кiлькi-
стю невiдомих. Матрицi, що виникають при цьому, є сильно розрi-
дженими. Проте спецiальнi декомпозицiї областей i вiдповiдних ма-
триць приводять до блочно-iтерацiйних алгоритмiв розв’язання си-
стем рiвнянь. Ми видiлимо окремо два таких алгоритма: алгебра-
їчнi адитивний i мультиплiкативний методи Шварца (див., напри-
клад, [1, 2]). Збiжнiсть згаданих методiв базується на оцiнцi вiдно-
шення максимального i мiнiмального значення матрицi A, що є сумою

c© В. I. Рабанович, 2015



Про зв’язок мiж нормою суми ортопроекторiв ... 179

ортопроекторiв P1, . . . , Pk i на оцiнцi норми добутку ортопроекторiв
T = (I − Pk)(I − Pk−1) . . . (I − P1). В цiй роботi ми припускаємо, що

εI ≤ P1 + P2 + . . .+ Pk (1)

i знайдемо верхню границю ‖A‖ , якщо P1, . . . , Pk проектують на лi-
нiйно незалежнi пiдпростори i оцiнемо нижню границю ‖T‖ для кон-
кретного набору ортопроекторiв з 2 × 2 матриць. Тривiальна верхня
границя для A є число k i без додаткових обмежень на ортопроектори
норма A може бути рiвна k. Проте умова лнiйної незалежностi пiд-
просторiв, на якi проектують простiр ортопроектори дозволяє бiльш
точно оцiнити верхню границю.

НехайH1, H2, . . . Hk лiнийно-незiлежнi пiдпростори вH, ImPi = Hi

i H1 +H2 + . . .+Hk = H, тобто кожен вектор h ∈ H представляється
єдиним чином у виглядi h = h1+h2+ . . .+hk, hi ∈ Hi, i = 1, . . . , k. Тодi
A є оборотним оператором (дiв., наприклад, [3], Теорема 4.1) i, бiльш
того, Hi + Hj є замкненим пiдпростором та при виконаннi умови (1)
сума Pi + Pj ≥ εPHi+Hj . В силу лiнiйної незалежностi ми отримаємо,
що

Pi + Pj ≤ (2− ε)PHi+Hj . (2)

Цей факт доведений в [4] i є прямим наслiдком спектральної теорiї для
сум ортопроекторiв [5]. Крiм того, в [4] було сформульване питання,
чи iснує нетривiальна оцiнка на норму суми ортопроекторiв, яка, мо-
жливо, не залежить вiд k. Залежностi вiд k, насправдi, позбутися не
можна, оскiльки k × k матриця diag (ε, ε, . . . , ε, k − (k − 1)ε) має слiд k
и тому є сумою k лiнiйно незалежних ортопроекторiв [6]. Як показує
наступна теорема k − (k − 1)ε є унiверсальною верхньою границею.

Теорема 1. Нехай пiдпростори H1, H2, . . . Hk лiнiйно незалежнi i
P1, P2, . . . Pk є ортопроектори на цi пiдпростори. Тодi з нерiвностi
(1) слiдує нерiвнiсть

P1 + P2 + . . .+ Pk ≤ (k − (k − 1)ε)I

Доведення. Нехай A = P1+P2+. . .+Pk. Ми використаємо теорему
Дж. Дункана и П. Тейлора (див., наприклад, [7, 8]), яка стверджує,
що ‖P +Q‖ = 1 + ‖PQ‖ для довiльних ортопроектороiв P i Q. В силу
нерiвностi (1) маємо ‖PiPj‖ ≤ 1− ε для всiх i 6= j. Розглянемо добуток

(A− I)sA =
∑
i1 6=i2

∑
i2 6=i3

. . .
∑

is 6=is+1

k∑
is=1

Pi1Pi2 . . . PisPis+1 . (3)
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Зауважимо, що

‖Pi1Pi2 . . . Pis+1‖ = ‖(Pi1Pi2)(Pi2Pi3) . . . (Pis−1Pis)(PisPis+1)‖ ≤ (1− ε)s,

а число доданкiв в правiй частинi (3) є (k − 1)sk. Отже, для кожного
s ≥ 2

‖A− I‖s ≤ k(k − 1)s(1− ε)s‖A−1‖ ≤ εk(k − 1)s(1− ε)s. (4)

Добуваємо корiнь степенi s з обох частин в нерiвностi (4) i переходимо
до границi при s → ∞. Це приводить до нерiвностi ‖A − I‖ ≤ (k −
1)(1− ε) або A− I ≤ (k− 1)(1− ε)I ≤ (k− 1− (k− 1)ε))I. Звiдки прямо
слiдує твердження теореми.

Зауваження 1. Теорема 1 була анонсована автором в 2006р. [9]. На
данний час доведено бiльш загальне твердження про норму додатної
лiнiйної комбiнацiї ортопроекторiв (див. [3]), частним випадком яко-
го є твердження теореми 1. Проте оригiнальне доведення можна
використати i для оцiнки норми сум ортопроекторiв з додатковими
умовами ортогональностi.

Розглянемо простий граф G з k вершин i множиною ребер Γ. При-
пустимо, що пiдпростори H1, . . . ,Hk задовольняють умовам Hi ⊥ Hj ,
якщо ребро (i, j) /∈ Γ. Позначимо через AG матрицю сумiжностi графа
G i через λG її максимальне власне значення. Тодi справедлива бiльш
точна оцiнка на норму суми.

Теорема 2. Нехай пiдпростори H1, H2, . . . Hk лiнiйно незалежнi i
P1, P2, . . . Pk є ортопроектори на цi пiдпростори. Якщо H1, . . . ,Hk за-
довольняють додатковим умовам ортогональностi i G граф, що їм
вiдповiдає, то з нерiвностi (1) слiдує нерiвнiсть

P1 + P2 + · · ·+ Pk ≤ (1 + λG(1− ε))I

Доведення теореми цiлком повторює доведення теореми 1. Просто
необхiдно порахувати кiлькiсть ненульових доданкiв в правiй частинi
формули (3). Зауважимо, що послiдовнiсть i1, . . . , is+1 можна собi уяв-
ляти як шлях довжини s по вершинах i1, i2, . . . , is+1. При цьомiу, до-
буток Pi1Pi2 . . . PisPis+1 буде дорiвнювати нулевi, якщо такий шлях не
є шляхом в графi G. Звiдки, кiлькiсть формально ненульових додан-
кiв в (3) є кiлькiстю шляхiв довжини s в G. Вона рiвна сумi елементiв
матрицi AsG, яку ми позначемо через f(s). Тепер, щоб оцiнити f(s)
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достатньо привести AG унiтарними перетвореннями до дiагонально-
го виду: diag (λ1, λ2, . . . , λk) = U∗AGU , λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λk i пiдне-
сти отриманий вираз до степеня s. Припустимо, що G зв’язаний. Тодi
найбiльше власне значення має кратнiсть 1 i йому вiдповiдає власний
вектор (x1, . . . , xk) з додатними координатами, який є першим рядком
матрицi U∗. Звiдки маємо

lim
s→∞

(diag (λ1, λ2, . . . , λk)/λ1)s = diag (1, 0, . . . , 0) = lim
s→∞

U∗(G/λ1)sU

i, таким чином, f(s)/λs1 −−−→
s→∞

(x1 +x2 + · · ·+xk)2. Якщо G не є зв’яза-
ним, то матриця AG розкладна i можна провести аналогiчнi мiркуван-
ня на кожнiй компонентi зв’язаностi i отримати f(s)/λs1 −−−→

s→∞
(x1+x2+

· · ·+xj1)2+(xj1+1+xj1+2+· · ·+xj2)2+· · ·+(xjr−1+1+xjr−1+2+· · ·+xk)2,
де r це кратнiсть власного значення λ1 матрицi AG. Отже в позначе-
ннях теореми 1

‖A− I‖ = s
√
‖A− I‖s ≤ lims→∞

s
√
f(s)(1− ε)s‖A−1‖ ≤

lims→∞
s
√
λs1k(1− ε)s/ε = λ1(1− ε).

Звiдки ‖A‖ ≤ (1 + λ1(1− ε)) = (1 + λG(1− ε)). Теорему доведено.

Наслiдок 1. Нехай валентнiсть кожної вершини графа G не пере-
вищує m− 1. Тодi P1 + P2 + · · ·+ Pk ≤ (m− (m− 1)ε)I.

2. Оцiнка норми добутку операторiв

Перейдемо до другої задачi про оцiнення норми добутку ортопроекто-
рiв

T = (I − Pk)(I − Pk−1) . . . (I − P1)

при виконаннi умови (1). Як було показано в [10] (див., також, [1, 2]),

‖T‖2 ≤ 1− ε

2 + k(k − 1)
. (5)

При реалiзацiї мультиплiкативного методу Шварца на практицi ча-
сто збiжнiть до розв’язку була значно швидше, нiж випливає з цiєї
нерiвностi. Тому природньо виникає питаня про те, чи можна значно
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покращити цю оцiнку без додаткових припущень на проектори. Як по-
казує наступний приклад, квадратичної залежностi вiд k в знаменнику
правої частини нерiвностi (5) позбутися не можна.

Нехай ~e1, ~e2 ортонормований базис в R2 i α > 0. Розглянемо нор-
мований набiр векторiв ~h1, ~h2, . . . ,~hk, утворений вiдкладанням кутiв
0, α, 2α, . . . , (k − 1)α вiд ~e1 проти годиникової стрiлки: ~h1 = ~e1, i ска-
лярний добуток (~h1,~hi) = cos(i − 1)α. Нехай Ph1 , Ph2 , . . . , Phk−1

—
ортопроектори на вiдповiднi вектори. Тодi

‖(I − Phk−1
) . . . (I − Ph1)‖ = ‖(I − Phk−1

) . . . (I − Ph1)~e1‖ = cosk−1 α.

З iншого боку, якщо A = P1 + . . .+ Pk i

~h =

{
~h(k+1)/2 при k непарному,
(~hk/2 + ~hk/2+1)/‖~hk/2 + ~hk/2+1‖ при k парному,

то ~h є власним числом матрицi A i ‖A‖ = ‖A~h‖. Звiдки, при k непарном

‖A‖ = 1+2 cosα+2 cos 2α+ . . .+2 cos
(k − 1)α

2
= 1+2

sin k−1
4 α cos k+1

4 α

sin α
2

i при k парном

‖A‖ = 2 cos
α

2
+ 2 cos

3α

2
+ . . .+ 2 cos

(k − 1)α

2
=

sin kα
2

sin α
2

.

Зауважимо, що trA = k i тому друге власне число a∗ матрицi A до-
рiвнює k − ‖A‖. Тому ми отримуємо оцiнку знизу A ≥ a∗I. Оцiнемо
вiдношення a∗/(cosk−1 α) знизу використовуючи нерiвностi t − t3/6 ≤
sin t ≤ t i 1− t2/2 ≤ cos t ≤ 1− t2/2 + t4/24. Для k непарного маємо

k − ‖A‖ ≥ k − 1− 2 sin( k−1
4 α) cos( k+1

4 α)

α/2−α3/48 ≥ (k−1)(α2−
α3

48 )− k−1
2 α cos( k+1

4 α)

α/2−α3/48 ≥

k−1
1−α2/24

(
(k+1)2α2

32 − α2

24 −
(k+1)4α4

6144

)
≥ (k−1)k2α2

34 при (k + 1)α < 1.

Для k парного —

k − ‖A‖ = k − sin kα
2

sin α
2
≥ k(α2−

α3

48 )−( kα2 −
k3α3

48 + k5α5

3840 )

α/2−α3/48 =

k

(
(k2−1)α3

48 − k4α5

3840

)
α/2 ≥ (k − 1)k2α2/25.
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Тепер, оскiльки 1 − cosk−1 α ≤ (k − 1)(1 − cosα) ≤ (k − 1)α2/2, то ми
отримуємо, що (k−‖A‖)/(1−cosk−1 α) ≥ k2/17 при (k+1)α < 1. Отже,
справедливе наступне твердження.

Твердження 1. Iснують набори з k ортопроекторiв P1, . . . , Pk такi,
що виконується (1) та для яких ‖(I − Pk)(I − Pk−1) . . . (I − P1)‖ ≥
1− 17ε/k2 при ε ≤ 1/34.

Таким чином, позбутися квадратичної залежностi вiд k в (5) без
додаткових умов на ортопроектори P1, . . . , Pk не можна.
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