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We consider an equation of the form
(

d
dt −A

)n ( d
dt +A

)m
y(t) =

0, t ∈= (−∞,∞), n,m ∈ N0 = {0} ∪ N, n + m ≥ 1, where A is
the generator of a bounded analytic C0-semigroup of linear operators
in a Banach space, and describe all its solutions on (−∞,∞). It is
shown that each such solution is an entire vector-valued function, the
set of all the solutions forms an infinite-dimensional space, and for
its elements the Phragmen-Lindelöf principle holds true.

Розглядається рiвняння вигляду
(

d
dt −A

)n ( d
dt +A

)m
y(t) =

0, t ∈= (−∞,∞), n,m ∈ N0 = {0} ∪ N, n +m ≥ 1, де A – гене-
ратор обмеженої аналiтичної C0-пiвгрупи лiнiйних операторiв у
банаховому просторi. Описуються усi його розв’язки на (−∞,∞).
Доводиться, що кожен такий розв’язок є цiлою вектор-функцiєю,
множина усiх розв’язкiв є нескiнченновимiрною, а для її елемен-
тiв виконується принцип Фрагмена-Лiндельофа.

Основна мета роботи – дослiдження розв’язкiв y(t) рiвняння(
d

dt
−A

)n( d

dt
+A

)m
y(t) = 0,

t ∈ R = (−∞,∞), n,m ∈ N0 = {0} ∪ N,
(1)
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де A – iнфiнiтезiмальний генератор, або просто генератор обме-
женої аналiтичної C0-пiвгрупи у банаховому просторi B з нор-
мою ‖ · ‖ над полем C комплексних чисел, такий, що A−1 ∈
L(B), L(B) – множина всiх лiнiйних обмежених на B опера-
торiв. Зазначимо, що випадки n = 1,m = 0 та n = 0,m = 1, а
також n = m ≥ 1 розглянуто в [1, 2]. Рiвняння ж вигляду (1)
на iнтервалi (0,∞) дослiджувалось багатьма математиками за
рiзних умов на поведiнку розв’язкiв в околi точки 0 (див., на-
приклад, [3 - 6]).

1. Нехай {U(t)}t≥0 – C0-пiвгрупа операторiв U(t) ∈ L(B)
(стосовно теорiї пiвгруп у банаховому просторi див. [7, 8]), тобто:

1) U(0) = I, I – одиничний оператор в B ;
2) ∀t, s > 0 : U(t+ s) = U(t)U(s);
3) ∀x ∈ B : lim

t→0
‖U(t)x− x‖ = 0.

Генератор A пiвгрупи {U(t)}t≥0 визначається як

D(A) =
{
x ∈ B : lim

t→0

1

t
(U(t)x− x) iснує

}
,

Ax = lim
t→0

1

t
(U(t)x− x), x ∈ D(A).

Оператор A замкнений, i його область визначення D(A) є щiль-
ною в B (множину всiх таких операторiв позначатимемо через
E(B)). Бiльш того, D(A) є U(t)-iнварiантною, тобто U(t)x ∈
D(A) при x ∈ D(A), t ≥ 0, i AU(t)x = U(t)Ax.

Скрiзь у подальшому пiд
{
etA
}
t≥0 розумiється пiвгрупа, що

генерується оператором A

C0-пiвгрупа U(t) ∈ L(B) називається аналiтичною з кутом
аналiтичностi θ ∈

(
0, π2

]
, якщо оператор-функцiя U(·) визначена

в секторi Sθ = {z : | arg z| < θ} має такi властивостi:
1) ∀z1, z2 ∈ Sθ : U(z1 + z2) = U(z1)U(z2);
2) ∀x ∈ B : U(z)x є аналiтичною в Sθ;
3) ∀x ∈ B : ‖U(z)x− x‖ → 0 при z → 0 у будь-якому замкне-

ному пiдсекторi сектора Sθ.
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Якщо, крiм того, сiм’я U(z) обмежена на кожному секторi Sψ з
ψ < θ, то пiвгрупа {U(t)}t≥0 називається обмеженою аналiтич-
ною з кутом θ.

Нехай тепер A – довiльний оператор з E(B). Позначимо через
G(1)(A) простiр цiлих векторiв оператора A:

G(1)(A) = proj lim
α→0

Gα
1 (A) =

⋂
α>0

Gα
1 (A),

де

Gα
1 (A) =

=

x ∈ ⋂
n∈N0

D(An)
∣∣∃c = c(x) > 0,∀k ∈ N0 = {0} ∪ N : ‖Akx‖ ≤ cαkkk


– банахiв простiр вiдносно норми

‖x‖Gα1 (A) = sup
k∈N0

‖Akx‖
αkkk

.

Збiжнiсть у просторi G(1)(A) означає збiжнiсть у кожному
Gα

1 (A), α > 0. Зауважимо, що G(1)(A) можна отримати, обме-
жившись лише α = 1

n , n ∈ N. Таким чином, простiр G(1)(A) є
зчисленно-нормованим (див.[9]).

Твердження 1. (Див.[6]). Нехай A ∈ E(B). Тодi для довiль-

них x ∈ G(1)(A) та z ∈ C ряд
∞∑
k=0

zkAkx
k! збiгається у просторi

G(1)(A), i оператор-функцiя

exp(zA) =

∞∑
k=0

zkAk

k!

є цiлою в G(1)(A). Бiльш того, сiм’я {exp(zA)}z∈C утворює од-
нопараметричну групу в G(1)(A). Якщо A – генератор обмеже-
ної аналiтичної пiвгрупи

{
etA
}
t≥0, то

G(1)(A) = B, G(1)(A) =
⋂
t≥0
R(etA)
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(R(·) – область значень оператора), i

∀x ∈ G(1)(A) : exp(tA)x =

{
etAx, при t ≥ 0,(

e−tA
)−1

x, при t < 0,

З твердження 1 випливає, що для довiльного z ∈ C має мiсце
включення exp(zA)G(1)(A) ⊂ G(1)(A) i, якщо A−1 ∈ L(B), то
AG(1)(A) = G(1)(A).

Розглянемо рiвняння

dy(t)

dt
±Ay(t) = 0, t ∈ (−∞,∞), (2)

де A – генератор обмеженої аналiтичної пiвгрупи в B. Пiд
класичним розв’язком (або просто розв’язком) рiвняння з (2)
на (−∞,∞) розумiтимемо неперервно диференцiйовну вектор-
функцiю y(t) : (−∞,∞) 7→ D(A), що задовольняє це рiвняння.
Має мiсце наступне твердження (див. [1]).

Твердження 2. B-значна вектор-функцiя y(t) є розв’язком
рiвняння з (2) тодi i тiльки тодi, коли вона може бути вiдпо-
вiдно зображена у виглядi

y(t) = exp(∓tA)y0, y0 ∈ G(1)(A).

Якщо вектор-функцiя f(z) є цiлою у просторi G(1)(A), то за-
гальнi розв’язки рiвнянь

dy(t)

dt
±Ay(t) = f(t), t ∈ (−∞,∞),

мають, вiдповiдно, вигляд

y(t) = exp(∓tA)y0 +
t∫

0

exp(∓(t− s)A)f(s) ds, (3)

де y0 – довiльний елемент з G(1)(A).
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2. Вектор-функцiя y(t) : (−∞,∞) 7→ D(An+m) називаєть-
ся розв’язком рiвняння (1) на (−∞,∞), якщо вона n +m разiв
неперервно диференцiйовна на (−∞,∞) i задовольняє там це рiв-
няння. Позначимо через ρ(·) резольвентну множину оператора.

Теорема 1. Нехай A – генератор обмеженої аналiтичної C0-
пiвгрупи

{
etA
}
t≥0 в B i 0 ∈ ρ(A). Вектор-функцiя y(t) є роз-

в’язком рiвняння (1) на (−∞,∞) тодi i тiльки тодi, коли вона
може бути зображена у виглядi

y(t) =
n−1∑
k=0

tk exp(tA)fk +
m−1∑
k=0

tk exp(−tA)gk, (4)

де fk, gk ∈ G(1)(A). Вектори fk, k = 0, 1, . . . , n − 1, i gk, k =
0, 1, . . . ,m− 1, визначаються однозначно за y(t).

Доведення. Розглянемо спочатку випадок n = 0, тобто коли
рiвняння (1) має форму(

d

dt
+A

)m
y(t) = 0, t ∈ (−∞,∞). (5)

При m = 1 теорема випливає з твердження 2.
Припустимо тепер, що розв’язок y(t) рiвняння (5) з m = i− 1

зображується у виглядi

y(t) =

i−2∑
k=0

tk exp(−tA)g̃k, g̃k ∈ G(1)(A), k = k = 0, 1, . . . , i− 2,

i доведемо, що таке зображення є вiрним i при m = i. Отже,
нехай y(t) – розв’язок рiвняння (5) з m = i. Оскiльки(
d

dt
+A

)i
y(t) =

(
d

dt
+A

)i−1( d

dt
+A

)
y(t) = 0, t ∈ (−∞,∞),

то
(
d
dt +A

)
y(t) є розв’язком рiвняння (5) з m = i− 1, а тому(

d

dt
+A

)
y(t) =

i−2∑
k=0

tk exp(−tA)g̃k, g̃k ∈ G(1)(A).
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За формулою (3),

y(t) = exp(−tA)g0 +
t∫

0

exp(−(t− s)A)
i−2∑
k=0

sk exp(−sA)g̃k ds =

= exp(−tA)g0 +
i−1∑
k=1

exp(−tA)gk, gk =
g̃k
k
, k = 1, . . . , i− 1.

Таким чином, зображення (4) для розв’язкiв рiвняння (5) дове-
дене. Так само доводиться зображення (4) у виглядi другої суми
для розв’язкiв рiвняння(

d

dt
−A

)n
y(t) = 0, t ∈ (−∞,∞),

тобто при m = 0.
Нехай тепер n = 1,m ∈ N. Покладемо

z(t) =

(
d

dt
−A

)
y(t).

Тодi z(t) є розв’язком рiвняння(
d

dt
+A

)m
z(t) = 0, t ∈ (−∞,∞),

i, як було вже показано вище,

z(t) =
m−1∑
k=0

tk exp(−tA)g̃k, g̃k ∈ G(1)(A).

Оскiльки (
d

dt
−A

)
y(t) =

m−1∑
k=0

tk exp(−tA)g̃k,
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то, згiдно з (3),

∃˜̃f0 ∈ G(1)(A) : y(t) = exp(tA)
˜̃
f0+

t∫
0

exp((t−s)A)
m−1∑
k=0

sk exp(−sA)g̃k ds.

(6)
Враховуючи рiвнiсть

t∫
0

sk exp(−2sA)g̃k ds =
˜̃
f0+

m−1∑
k=0

tk exp(−2tA) ˜̃gk, ˜̃
f0,

˜̃gk ∈ G(1)(A),

i перегруповуючи члени в (6), дiйдемо висновку, що

∃f0, gk ∈ G(1)(A) : y(t) = exp(tA)f0 +

m−1∑
k=0

tk exp(−tA)gk.

Припустимо зараз, що зображення (4) вiрне для n = s− 1, m, i
доведемо, що воно має мiсце i у випадку n, m. Покладаючи

z(t) =

(
d

dt
−A

)i−1( d

dt
+A

)m
y(t),

одержимо (
d

dt
−A

)
z(t) = 0.

Мiркуючи так само, як i в попереднiх випадках, на основi фор-
мули (3) прийдемо до зображення (4).

Доведемо єдинiсть представлення (4), тобто, що тотожнiсть
y(t) ≡ 0 зумовлює рiвностi fk = gk = 0, k = 0, 1, . . . ,m− 1.

Покладемо

y1(t) =
n−1∑
k=0

tk exp(tA)fk, y2(t) =
m−1∑
k=0

tk exp(−tA)gk. (7)
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Беручи до уваги, що для k = 0, 1, . . . , n− 1(
d

dt
+A

)m( d

dt
−A

)k
y(t) =

(
d

dt
+A

)m( d

dt
−A

)k
y1(t),

а для k = 0, 1, . . . ,m− 1(
d

dt
−A

)n( d

dt
+A

)k
y(t) =

(
d

dt
−A

)n( d

dt
+A

)k
y2(t),

а також спiввiдношення(
d

dt
−A

)k
(ti exp(tA))f =

=

{
i(i− 1) . . . (i− k + 1)ti−k exp(tA)f при k ≤ i
0 при k > i

та(
d

dt
+A

)k
(ti exp(−tA))g =

=

{
i(i− 1) . . . (i− k + 1)ti−k exp(−tA)g при k ≤ i
0 при k > i,

одержимо(
d

dt
+A

)m( d

dt
−A

)n−1
y(t) =

=

(
d

dt
+A

)m
(n− 1)! exp(tA)fn−1 =

= 2m(n− 1)!Am exp(tA)fn−1

(8)

i (
d

dt
−A

)n( d

dt
+A

)m−1
y(t) =

=

(
d

dt
−A

)n
(m− 1)! exp(−tA)gm−1 =

= (−1)n2n(m− 1)!An exp(−tA)gm−1.

(9)
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Припустимо тепер, що y(t) ≡ 0. Тодi з теореми 1 i рiвностей
(8), (9) при t = 0 випливає, що

fn−1 = gm−1 = 0,

тобто y(t) має вигляд

y(t) =
n−2∑
k=0

tk exp(tA)fk +
m−2∑
k=0

tk exp(−tA)gk.

Повторюючи цю процедуру max{n,m} разiв, дiйдемо висновку,
що усi fk, k = 0, 1, . . . , n − 1, та gk, k = 0, 1, . . . ,m − 1) у зобра-
женнi (4) дорiвнюють нулевi, що й завершує доведення теореми.

Наслiдок 1. Будь-який розв’язок рiвняння (1) на (−∞,∞) до-
пускає продовження до цiлої вектор-функцiї зi значеннями в
G(1)(A).

Позначимо через σ(A) спектр оператора A i покладемо

s = s(A) = sup
λ∈σ(A)

Reλ.

Як вiдомо, s(A) є не що iнше, як тип пiвгрупи
{
etA
}
t≥0. Оскiльки,

за припущенням, ця пiвгрупа є обмеженою аналiтичною i 0 ∈
ρ(A), то s < 0.

З твердження 1 i теореми 1 випливає нескiнченновимiрнiсть
простору усiх розв’язкiв рiвняння (1). Бiльш того, для них має
мiсце наступний аналог принципу Фрагмена-Лiндельофа [10, 11].

Теорема 2. Нехай y(t) – розв’язок рiвняння (1) на (−∞,∞).
Якщо

∃γ ∈ (0,−s), ∃cγ > 0 : ‖y(t)‖ ≤ cγeγ|t|, t ∈ (−∞,∞), (10)

то y(t) ≡ 0.
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Доведення. Запишемо представлення (4) у виглядi y(t) =
y1(t)+y2(t), де y1(t), y2(t) визначаються формулами (7). Оскiль-
ки пiвгрупа

{
etA
}
t≥0 є обмеженою аналiтичною, то, за тверджен-

ням 1, exp(tA)fk = etAfr, k = 0, 1, . . . , n− 1 при t > 0. Як випли-
ває з означення типу пiвгрупи,

∀δ ∈
(
0,−s

2

)
, ∀t ≥ 0, ∃cδ > 0 :

∥∥etA∥∥ ≤ cδe(s+δ)t,
звiдки

∀t ≥ 0 : ‖y1(t)‖ ≤
n−1∑
k=0

tk‖ exp(tA)fk‖ ≤
n−1∑
k=0

ckδe
(s+2δ)t ≤ c̃δe(s+2δ)t,

(11)

де 2δ ∈ (0,−s) i стала c̃δ =
n−1∑
k=0

ckδ залежить тiльки вiд fk.

Нехай тепер g ∈ G(1)(A). Тодi

∀δ ∈
(
0,−s

2

)
, ∀t ≥ 0 : ‖g‖ =

∥∥etA exp(−tA)g
∥∥ ≤

≤
∥∥etA∥∥ ‖ exp(−tA)g‖ ≤ cδe(s+δ)t‖ exp(−tA)g‖.

Це зумовлює нерiвнiсть

‖ exp(−tA)g‖ ≥ c′δe−(s+δ)t‖g‖ при t ≥ 0,

а тому

∀t ≥ 0 : ‖y2(t)‖ = ‖ exp(−tA)h(t)‖ ≥ c′δe−(s+δ)t‖h(t)‖,

де h(t) =
m−1∑
k=0

tkgk i c′δ = c−1δ не залежить вiд t.

Припустимо, що y2(t) 6≡ 0. Тодi у зображеннi (7) для y2(t)
iснує k, при якому gk 6= 0. Без обмеження загальностi можна
припустити, що gm−1 6= 0. Тодi

∀t > 0 : ‖y2(t)‖ ≥ c′δe−(s+δ)t
(
tm−1‖gm−1‖ −

∥∥∥∥∥
m−2∑
k=0

tigk

∥∥∥∥∥
)

=
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= c′δe
−(s+δ)ttm−1

(
‖gm−1‖ −

∥∥∥∥∥
m−2∑
k=0

tk−m+1gk

∥∥∥∥∥
)
.

Оскiльки ∥∥∥∥∥
m−2∑
k=0

tk−m+1gk

∥∥∥∥∥→ 0 при t→∞

i tm−1 > e−δt для досить великих t > 0, то

∀t > 0, ∀δ ∈
(
0,−s

2

)
: ‖y2(t)‖ ≥ c′′δe−(s+2δ)t, (12)

де c′′δ не залежить вiд t. Беручи до уваги (11) i (12), одержуємо

∀t > 0 :‖y2(t)‖ = ‖y(t)− y1(t)‖ ≤ ‖y(t)‖+ ‖y1(t)‖ ≤
≤ cγeγt + c̃δe

(s+2δ)t ≤ ceγt,
(13)

де c = cγ + c̃δ. З нерiвностей (12), (13) випливає, що

∀t > 0 : cδe
−(s+2δ)t ≤ ‖y2(t)‖ ≤ cγeγt.

Покладемо

ϕ(t) =
‖y2(t)‖

cδe−(s+2δ)t
.

Тодi для досить великих t > 0

1 ≤ ϕ(t) ≤ c̃e(γ+s+2δ)t, c̃ =
cγ
cδ
.

Покладаючи δ = −γ+s
4 , для великих t > 0 дiстанемо

1 ≤ ϕ(t) ≤ c̃e
γ+s
2
t.

Переходячи до границi при t → ∞ i враховуючи, що γ+s
2 < 0,

робимо висновок, що 1 ≤ ϕ(t) ≤ 0 за умови, що y2(t) 6= 0, коли
t ≥ 0, а це неможливо. Отже, y2(t) ≡ 0 на пiвосi [0,∞). Тому
gi = 0, i = 0, 1, . . .m− 1.
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Якщо припустити, що y1(t) 6≡ 0, прийдемо до висновку, що
y1(t) 6= 0 при t ≤ 0. Пiдставляючи в (4) −t замiсть t, дiстанемо
y1(t) ≡ 0 на пiвосi (−∞, 0], звiдки, за Теоремою 1, fk = 0, k =
0, 1, . . . , n− 1 i, як наслiдок, y(t) ≡ 0.

Теорему доведено.

Наслiдок 2. (Аналог теореми Лiувiлля.) Нехай y(t) – розв’я-
зок рiвняння (1) на (−∞,∞). Тодi

sup
t∈(−∞,∞)

|y(t)| <∞ =⇒ y(t) ≡ 0, t ∈ (−∞,∞).
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