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ÃÈËÜÁÅÐÒÎÂÀ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ

Sharp estimation of approximation of the elements of a Hilbert space by

arbitrary linear approximation methods operating to the subspace of whole

vectors of exponential type are obtained.

Îäåðæàíi òî÷íi îöiíêè àïïðîêñèìàöi¨ ýëåìåíòiâ ãèëüáåðòîâîãî ïðîñòð-

ðó äîâiëüíèì ëiíiéíèì ìåòîäîì íàáëèæåííÿ, ùî äi¹ â ïiäïðîñòið öiëèõ

âåêòîðiâ åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó.

Ïîëó÷åíû òî÷íûå îöåíêè àïïðîêñèìàöèè ýëåìåíòîâ ãèëüáåðòîâà ïðî-

ñòðàíñòâà ïðîèçâîëüíûì ëèíåéíûì ìåòîäîì ïðèáëèæåíèÿ, äåéñòâóþ-

ùèì â ïîäïðîñòðàíñòâî öåëûõ âåêòîðîâ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà.

Ïåðâûå òî÷íûå íåðàâåíñòâà òèïà Äæåêñîíà äëÿ íàèëó÷øèõ ïðè-
áëèæåíèé ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ïîëèíîìà-
ìè â ïðîñòðàíñòâå L2 áûëè ïîëó÷åíû â 1967 ãîäó Í. È. ×åðíûõ [1, 2].
Òàê â [1] èì áûëî äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f èç L2, êîòî-
ðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé (ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæåñòâà ìåðû íóëü),
èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

En (f)L2
<

1√
2
ω

(
f,
π

n

)
L2

n = 1, 2, ... , (1)

ïðè÷åì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ôèêñèðîâàííîãî n êîíñòàíòà 1√
2
íåóëó÷-

øàåìà.

Â äàëüíåéøåì òî÷íûå íåðàâåíñòâà òèïà Äæåêñîíà èçó÷àëèñü
ìíîãèìè àâòîðàìè. Àíàëîãè ðåçóëüòàòîâ Í.È. ×åðíûõ äëÿ íàèëó÷-
øèõ L2(R) ôóíêöèé f ∈ L2(R) öåëûìè ôóíêöèÿìè ýêñïîíåíöèàëü-
íîãî òèïà σ áûëè ïîëó÷åíû È.È. Èáðàãèìîâûì è Ô.Ã. Íàñèáîâûì
[3] è íåçàâèñèìî Â.Þ. Ïîïîâûì [4]. Â ðàáîòå [5] òî÷íûå íåðàâåíñòâà
òàêîãî òèïà áûëè ïîëó÷åíû äëÿ äëÿ íàèëó÷øèõ L2(R)-ïðèáëèæåíèé
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ôóíêöèé f ∈ L2(R) ÷àñòíûìè ñóììàìè ðÿäîâ Ôóðüå ïî ñèñòåìå âåé-
âëåò Øåííîíà � Êîòåëüíèêîâà è Ìåéåðà. Îáçîðû ìíîãèõ ïîëó÷åí-
íûõ â ýòîì íàïðàâëåíèè ðåçóëüòàòîâ è äàëüíåéøèå ññûëêè ìîæíî
íàéòè â ìîíîãðàôèÿõ [6 � 8].

Â êà÷åñòâå ïðîìåæóòî÷íîãî ðåçóëüòàòà â [1] áûëî ïîëó÷åíî òàêæå
òî÷íîå íåðàâåíñòâî

E2
n (f)L2

≤ n

4

π/n∫
0

ω2(f, t)L2 sin(nt)dt, (2)

ïðåäñòàâëÿþùåå è ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ. Â äàëüíåéøåì òî÷íûå
íåðàâåíñòâà âèäà

En(f)2L2
≤ K

δ∫
0

ω2(f, t)L2v(t)dt

äëÿ ðàçëè÷íûõ âåñîâûõ ôóíêöèé v(t) áûëè ïîëó÷åíû â ðÿäå ðàáîò
Ë.Â. Òàéêîâà (ñì., íàïðèìåð, [9]) è äðóãèõ àâòîðîâ. Èçó÷àëèñü òàêæå
òî÷íûå íåðàâåíñòâà òèïà Äæåêñîíà äëÿ àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé èç
L2 ëèíåéíûìè ìåòîäàìè ïðèáëèæåíèÿ, îòëè÷íûìè îò ñóìì Ôóðüå
[10, 11] â ïðîñòðàíñòâå L2.

Â ðÿäå ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, [12, 13]) áûëè, â ÷àñòíîñòè, ïî-
ëó÷åíû íåðàâåíñòâà òèïà Äæåêñîíà äëÿ íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé
ýëåìåíòîâ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà öåëûìè âåêòîðàìè ýêñïîíåí-
öèàëüíîãî òèïà íåêîòîðîãî îïåðàòîðà. Îäíàêî óòâåðæäåíèé î òî÷-
íîñòè êîíñòàíò â ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâàõ â óïîìÿíóòûõ ðàáîòàõ
íåò. Òî÷íûå íåðàâåíñòâà òèïà (1) è (2) â ñëó÷àå ïðèáëèæåíèÿ ýëå-
ìåíòîâ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà ïîäïðîñòðàíñòâàìè, ïîðîæäåííû-
ìè çàäàííûì ðàçëîæåíèåì åäèíèöû, è óñëîâèÿ èõ òî÷íîñòè ïîëó÷å-
íû àâòîðàìè â ðàáîòå [14]. Â äàííîé ðàáîòå ìû ïîëó÷èì ðÿä òî÷íûõ
íåðàâåíñòâ òèïà Äæåêñîíà äëÿ àïïðîêñèìàöèè ýëåìåíòîâ ãèëüáåðòî-
âà ïðîñòðàíñòâà äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíûì ëèíåéíûì ìåòîäîì ïðè-
áëèæåíèÿ, äåéñòâóþùèì â ïîäïðîñòðàíñòâî öåëûõ âåêòîðîâ ýêñïî-
íåíöèàëüíîãî òèïà. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå èíôîðìàöèè îá îòêëîíåíèè
àïïðîêñèìèðóþùåãî ýëåìåíòà îò àïïðîêñèìèðóåìîãî ìû áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü çíà÷åíèå íà èõ ðàçíîñòè ôèêñèðîâàííîãî ôóíêöèîíàëà.
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Ìû ïîëó÷èì òàêèì îáðàçîì íåðàâåíñòâà áîëåå òîíêèå ïî ñðàâíåíèþ
ñ íåðàâåíñòâàìè äëÿ íîðì ðàçíîñòåé è ïîêàæåì, ÷òî íåðàâåíñòâà
òèïà Äæåêñîíà â êëàññè÷åñêîé ôîðìå ëåãêî ñëåäóþò èç íàøèõ íåðà-
âåíñòâ.

Ïóñòü H � êîìïëåêñíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿð-
íûì ïðîèçâåäåíèåì (·, ·) è íîðìîé ‖ · ‖ =

√
(·, ·), â êîòîðîì çàäàíî

ðàçëîæåíèå åäèíèöû [15], òî åñòü îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî
ïðîåêòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ Et : H → H, çàäàííûõ íà ïðîìåæóòêå
(−∞,+∞) òàêîå, ÷òî:

a) EuEv = Es ∀u, v ∈ (−∞,+∞), ãäå s = min{u, v};

b) â ñìûñëå ñèëüíîé ñõîäèìîñòè

∀t Et−0 = Et (−∞ < t < +∞) ;

c) E−∞ = lim
t→−∞

Et = 0, E+∞ = lim
t→+∞

= I ( Ix = x ∀x ∈ H).

Oïðåäåëåííàÿ äëÿ ëþáîãî x ∈ H ôóíêöèÿ

(Etx, x) , −∞ < t <∞,

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ñëåâà è èìååò îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ,

E−∞(x, x) = 0, E+∞(x, x) = (x, x).

Çàäàííîå ðàçëîæåíèå åäèíèöû ïîðîæäàåò ãðóïïó óíèòàðíûõ îïå-
ðàòîðîâ

Utx =

+∞∫
−∞

eistdEsx, (0 ≤ t <∞)

(èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè - ýòî îïåðàòîðíûé èíòåãðàë Ñòèëòüåñà,
íóæíûå íàì ñâîéñòâà êîòîðîãî ìîæíî íàéòè â [16]).

Äëÿ t ∈ R è x ∈ H ïîëîæèì

∆tx = x− Utx
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è îïðåäåëèì ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ýëåìåíòà x ∈ H, ïîëàãàÿ

ω (x, δ) = sup
|t|≤δ

‖x− Utx‖ .

Îòìåòèì, ÷òî

‖∆tx‖2 = ‖x− Utx‖2 =

∞∫
−∞

ψ(ts)d(Esx, x),

ãäå ïîëîæåíî

ψ(ts) =
∣∣1− eist

∣∣2 .
Îïðåäåëèì íåêîòîðûé ëèíåéíûé ìåòîä ïðèáëèæåíèÿ

Λx =

σ∫
−σ

λ(t)dEtx,

ãäå λ(t) - íåïðåðûâíàÿ êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ. ßñíî, ÷òî

x− Λx =
∫

|t|<σ

(1− λ(t)) dEtx+
∫

|t|≥σ

dEtx =

∞∫
−∞

θ(t)dEtx,

ãäå θ(t) = 1− λ(t), åñëè |t| < σ, è θ(t) = 1, åñëè |t| ≥ σ.
Ïóñòü T = [0, δ] ⊂ [0, 2π], δ > 0, ïóñòü òàêæå v(t) � âåñ, ò.å. çà-

äàííàÿ íà T èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, ïîëîæèòåëüíàÿ íà ìíîæåñòâå
ïîëíîé ìåðû. Ââåäåì åùå ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå

Γ(v; t) =
∫
T

ψ(ts)v(s)ds.

Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ H òàêîãî, ÷òî x 6= Utx äëÿ íåêîòîðîãî t,
ðàññìîòðèì çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà f ∈ H∗ = H íà ðàçíîñòè x−Λx.
Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî, áóäåì èìåòü

|(x− Λx, f)| =

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

θ(t)d (Etx, f)

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

θ(t)
Γ(v; t)

1
2
Γ(v; t)

1
2 d (Etx, f)

∣∣∣∣∣∣ ≤
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≤

 ∞∫
−∞

|θ(t)|2d(Etf, f)
Γ(v; t)

 1
2

 ∞∫
−∞

Γ(v; t)d(Etx, x)

 1
2

=

= Kσ

 ∫
T

v(s)

∞∫
−∞

ψ(ts)d(Etx, x)ds

 1
2

= Kσ

∫
T

‖∆sx‖2v(s)ds

 1
2

,

ãäå

Kσ =

 ∞∫
−∞

|θ(t)|2d(Etf, f)
Γ(v; t)

 1
2

.

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷åíî íåðàâåíñòâî

|(x− Λx, f)| ≤ Kσ

∫
T

‖∆sx‖2v(s)ds

 1
2

.

Ïîêàæåì, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì. Ïîëîæèì

x∗ =

∞∫
−∞

θ(t)
Γ(v; t)

dEtf.

Ñ îäíîé ñòîðîíû, êàê ëåãêî âèäåòü,

|(x∗ − Λx∗, f)| =
∞∫

−∞

|θ(t)|2d(Etf, f)
Γ(v; t)

= K2
σ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

x∗ − Utx
∗ =

∞∫
−∞

(1− eits)dEsx
∗ =

=

∞∫
−∞

(1− eits)dEs

∞∫
−∞

θ(u)
Γ(v;u)

dEuf =
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=

∞∫
−∞

θ(u)
Γ(v;u)

dEu

∞∫
−∞

(1− eits)dEsf =

∞∫
−∞

θ(s)
Γ(v; s)

(1− eits)dEsf.

Ñëåäîâàòåëüíî,

‖∆tx
∗‖2 =

∞∫
−∞

|θ(s)|2

Γ2(v; s)
ψ(ts)d(Esf, f)

è ∫
T

v(t)‖∆tx
∗‖2dt =

∫
T

v(t)

∞∫
−∞

|θ(s)|2

Γ2(v; s)
ψ(ts)d(Esf, f)dt =

=

∞∫
−∞

Γ(v; s)
|θ(s)|2

Γ2(v; s)
d(Esf, f) = K2

σ.

Òàêèì îáðàçîì,

|(x∗ − Λx∗, f)| = K2
σ = Kσ ·Kσ = Kσ

∫
T

v(t)‖∆tx
∗‖2dt

 1
2

.

Èòàê, íàìè äîêàçàíà
Òåîðåìà 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé íåïðåðûâíîé êîìïëåêñíîçíà÷íîé

ôóíêöèè λ(t), ëèíåéíîãî ìåòîäà ïðèáëèæåíèÿ Λx =
σ∫
−σ

λ(t)dEtx,

ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ H òàêîãî, ÷òî x 6= Utx äëÿ íåêîòîðîãî t,
ëþáîãî ýëåìåíòà f ∈ H è ëþáîãî ïî÷òè âñþäó ïîëîæèòåëüíîãî íà

T = [0, δ] âåñà v(t) èìååò ìåñòî òî÷íîå íåðàâåíñòâî

|(x− Λx, f)| ≤ Kσ

∫
T

‖∆sx‖2v(s)ds

 1
2

. (3)

Ñëåäñòâèå 1. Ïðè λ(t) ≡ 1 äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ H òàêîãî,
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÷òî x 6= Utx ïðè íåêîòîðîì t, ñïðàâåäëèâî òî÷íîå íåðàâåíñòâî

∣∣∣∣∣∣
x− σ∫

−σ

dEtx, f

∣∣∣∣∣∣ ≤
 ∫
|t|≥σ

d(Etf, f)
Γ(v; t)


1
2  ∫

T

‖∆tx‖2v(t)dt

 1
2

.

Èç íåðàâåíñòâà (3), ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèå äëÿ êîíñòàíòû Kσ âû-
âîäèì

‖x− Λx‖2 ≤ sup
‖f‖=1

∞∫
−∞

|θ(t)|2d(Etf, f)
Γ(v; t)

∫
T

‖∆sx‖2v(s)ds.

Ïîëîæèì

ϕ(t) =
|θ(t)|

Γ(v; t)
1
2

è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ϕ(A) îò ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A, ïî-
ðîæäåííîãî ðàçëîæåíèåì åäèíèöû Et:

ϕ(A) =

∞∫
−∞

ϕ(t)dEt.

Êàê èçâåñòíî,

sup
‖f‖=1

∞∫
−∞

|θ(t)|2d(Etf, f)
Γ(v; t)

= ‖ϕ(A)‖2

è ìû ïîëó÷àåì, ÷òî èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ H òàêîãî, ÷òî x 6= Utx
ïðè íåêîòîðîì t, ñïðàâåäëèâî òî÷íîå íåðàâåíñòâî

‖x− Λx‖ ≤ ‖ϕ(A)‖

∫
T

‖∆sx‖2v(s)ds

 1
2

.
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Îöåíèì ‖ϕ(A)‖. Èìååì

‖ϕ(A)‖2 = sup
‖f‖=1

∞∫
−∞

|θ(t)|2d(Etf, f)
Γ(v; t)

≤

≤ sup
‖f‖=1

 sup
|t|<σ

|1− λ(t)|2

Γ(v; t)

∫
|t|<σ

d(Etf, f) + sup
|t|≥σ

1
Γ(v; t)

∫
|t|≥σ

d(Etf, f)

=

= max

{
sup
|t|<σ

|1− λ(t)|2

Γ(v; t)
, sup
|t|≥σ

1
Γ(v; t)

}
.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà

Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ H òàêîãî, ÷òî x 6= Utx
ïðè íåêîòîðîì t, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖x− Λx‖2 ≤ max

{
sup
|t|<σ

|1− λ(t)|2

Γ(v; t)
, sup
|t|≥σ

1
Γ(v; t)

}∫
T

‖∆sx‖2v(s)ds.

Åñëè ðàçëîæåíèå åäèíèöû òàêîâî, ÷òî Et+ε − Et 6= 0 äëÿ ïðîèç-

âîëüíûõ t ∈ R è ε > 0, òî íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì.

Ïóñòü òåïåðü λ(t) ≡ 1, δ = π/σ è v(t) = sinσt. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
ψ(ts) = |1− eits|2 = 2(1− cos ts) è òîò ôàêò, ÷òî

π
σ∫

0

cos ts sinσtdt ≤ 0

äëÿ s ≥ σ, ïîëó÷èì

sup
|t|≥σ

1
Γ(v; t)

=
σ

4
.

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ H òàêîãî, ÷òî x 6= Utx
ïðè íåêîòîðîì t, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∥∥∥∥∥∥x−

σ∫
−σ

dEtx

∥∥∥∥∥∥
2

≤ σ

4

π
σ∫

0

‖∆tx‖2 sinσtdt.
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Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî

‖∆tx‖ ≤ ω
(
x,
π

σ

)
t ∈

[
0,
π

σ

]
,

ïîëó÷àåì (ñì. [12 � 14])∥∥∥∥∥∥x−
σ∫

−σ

dEtx

∥∥∥∥∥∥ ≤ 1√
2
ω

(
x,
π

σ

)
.
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