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ПРО РIВНОМIРНЕ ВIДХИЛЕННЯ ВIД ПРОСТОРУ
НЕПЕРЕРВНИХ ФУНКЦIЙ

It’s proven that for the normal space X and any function f : X→R the uniform
distance d(f, C(X)) of function f from the space C(X) of all continuous
functions g : X → R is equal to the half of the uniform norm ‖ωf‖ of the
function’s f oscillation ωf and it is reached on some function g from C(X).

Доведено, що для нормального простору X i довiльної функцiї f : X → R
рiвномiрне вiдхилення d(f, C(X)) функцiї f вiд простору C(X) всiх непе-
рервних функцiй g : X → R дорiвнює половинi рiвномiрної норми ‖ωf‖
коливання ωf функцiї f , причому воно досягається на деякiй функцiї g з
C(X).

1. Вступ. У працi Й.Бен’ямiнi та Й.Лiнденштраусса [1, с. 23]
був отриманий один результат про рiвномiрну вiдстань d(f, Cb(X))
вiд довiльної обмеженої функцiї f : X → R, заданої на паракомпакт-
ному просторi X, до простору Cb(X) всiх неперервних i обмежених
функцiй g : X → R. Доведення базувалося на вiдомiй теоремi Гана–
Д’єдонне–Тонґа–Катетова (див. [2, с. 105] i вказану там лiтературу),
яку автори довели для паракомпактного простору за допомогою тео-
реми Майкла про селекцiю. Мiж тим, ця теорема справджується для
нормальних просторiв i є для них характеристичною. Крiм того, в
[3] незалежно вiд [1] було знайдено рiвномiрне вiдхилення деяких
функцiй f : R → R вiд простору C(R) усiх неперервних функцiй
g : R→ R, зокрема, для необмеженої функцiї f(x) = [x].

Тому постало природне питання про розширення згаданого ре-
зультату з [1], тобто про знаходження рiвномiрного вiдхилення

d(f, C(X)) = inf
g∈C(X)

sup
x∈X
|f(x)− g(x)|

довiльної функцiї f : X → R вiд простору C(X) усiх неперервних
функцiй g : X → R. Саме це i здiйснюється у данiй працi.
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2. Вiдхилення та рiвномiрне вiдхилення. Нагадаємо [4,
с. 11], що вiдхилення на множинi M — це функцiя d :M2 → [0,+∞],
яка задовольняє умови:

E1. d(f, f) = 0 для кожного f ∈M ;
E2. d(f, g) = d(g, f) для довiльних f i g з M ;
E3. d(f, g) ≤ d(f, h) + d(h, g) для довiльних f , g i h з M .
Якщо 0 ≤ d(f, g) < +∞ i з умови d(f, g) = 0 випливає, що f = g,

то вiдхилення d називається вiдстанню або метрикою на M . Вiдхи-
лення ж може набувати i значення +∞.

Нехай (M,d) — простiр з вiдхиленням d на M , ∅ 6= E ⊆ M i
f ∈M . Число

d(f,E) = inf
{
d(f, g) : g ∈ E

}
називається вiдхиленням елемента f вiд множини E. Зрозумiло,
що 0 ≤ d(f,E) ≤ +∞. Якщо d — метрика, то 0 ≤ d(f,E) < +∞.

Зокрема, нехай X — довiльна множина i M = RX — сукупнiсть
усiх функцiй f : X → R. Для кожної функцiї f ∈ RX покладемо

‖f‖ = sup
x∈X
|f(x)|.

Легко перевiрити, що функцiя f 7→ ‖f‖ має такi властивостi:
N1. 0 ≤ ‖f‖ ≤ +∞ для кожного f ∈ RX ;
N2. ‖f‖ = 0⇔ f = 0 для кожного f ∈ RX ;
N3. ‖λf‖ = |λ|‖f‖ для довiльних λ ∈ R i f ∈ RX ;
N4. ‖f + g‖ ≤ ‖f‖+ ‖g‖ для будь-яких f, g ∈ RX .
Допускаючи вiльнiсть мови, назвемо введену функцiю ‖ · ‖ рiвно-

мiрною нормою на RX , хоча вона може набувати i значення +∞.
З властивостей N1 –N4 нескладно вивести, що формулою

d(f, g) = ‖f − g‖

визначається вiдхилення на множинi RX , яке ми будемо називати
рiвномiрним вiдхиленням. Це вiдхилення породжує рiвномiрне вiд-
хилення

d(f,E) = inf
{
‖f − g‖ : g ∈ E

}
функцiї f : X → R вiд непорожньої пiдмножини E простору RX ,
зокрема, рiвномiрне вiдхилення d(f, C(X)) функцiї f вiд простору
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C(X) всiх неперервних функцiй g : X → R, якщо X — це топологiч-
ний простiр.

Для iлюстрацiї знайдемо вiдхилення d(f, C(R)) для деяких розри-
вних функцiй. Символом χA ми будемо позначати характеристичну
функцiю χA : X → R множини A ⊆ X, для якої χA(x) = 1, якщо
x ∈ A, i χA(x) = 0, якщо x ∈ X \A.

Твердження 1. Нехай f = sgn = χ[0,+∞)−χ(−∞,0] i 0 — нульова
функцiя на R. Тодi

d(f, C(R)) = ‖f − 0‖ = ‖f‖ = 1.

Доведення. Оскiльки 0 ∈ C(R) i ‖f‖ = 1, то d(f, C(R)) ≤
≤ ‖f − 0‖ = ‖f‖ = 1. Вiзьмемо довiльну функцiю g ∈ C(R) i дове-
демо, що d(f, g) = ‖f − g‖ ≥ 1.

Припустимо, що g(0) ≤ 0. Зауважимо, що

‖f − g‖ ≥ |f(x)− g(x)| = |1− g(x)|

для кожного x > 0. Тому з неперервностi функцiї g у точцi 0 випли-
ває, що

‖f − g‖ ≥ lim
x→+0

|1− g(x)| = |1− g(0)| = 1− g(0) ≥ 1.

Якщо ж g(0) > 0, то

‖f − g‖ ≥ lim
x→−0

| − 1− g(x)| = 1 + g(0) > 1.

Таким чином, ‖f − g‖ ≥ 1 для кожного g ∈ C(R). От-
же, d(f, C(R)) ≥ 1. З отриманих нерiвностей випливає, що
d(f, C(R)) = 1.

Твердження 2. Нехай f(x) = [x] — цiла частина дiйсного числа
x i g0(x) = x− 1

2 на R. Тодi

d(f, C(R)) = ‖f − g0‖ =
1

2
.

Доведення. Спочатку покажемо, що ‖f − g0‖ = 1
2 . Нехай n ∈ Z

i n ≤ x < n+ 1. Тодi f(x) = [x] = n,

−1

2
= n− n− 1 +

1

2
< f(x)− g0(x) = n− x+

1

2
≤ n− n+

1

2
=

1

2
,
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i f(n) − g0(n) = n − n + 1
2 = 1

2 . Звiдси випливає, що для кожного
n ∈ Z

max
n≤x<n+1

|f(x)− g0(x)| =
1

2
,

а значить, i

‖f−g0‖=sup
{
|f(x)−g0(x)| : x∈R

}
=max

{
|f(x)−g0(x)| : x∈R

}
=

1

2
.

Тепер вiзьмемо довiльну функцiю g ∈ C(R) i доведемо, що
‖f − g‖ ≥ 1

2 . У випадку g(0) ≤ − 1
2 будемо мати

‖f − g‖ ≥ |f(0)− g(0)| = |g(0)| = −g(0) ≥ 1

2
.

Якщо ж g(0)> − 1
2 , то оскiльки при −1<x<0 маємо, що f(x)=−1 i

‖f − g‖ ≥ |f(x)− g(x)| = | − 1− g(x)| = |1 + g(x)|,

то

‖f − g‖ ≥ lim
x→−0

|1 + g(x)| = |1 + g(0)| = 1 + g(0) > 1− 1

2
=

1

2
.

Так чи iнакше виходить, що ‖f − g‖ ≥ 1
2 для кожного g ∈ C(R), а

значить, d(f, C(R)) ≥ 1
2 , бiльше того, d(f, C(R)) = 1

2 , бо ‖f − g0‖ =
1
2

i g0 ∈ C(R).

Зауваження 1. Позначимо символом C0(R) множину всiх
функцiй g : R → R, якi неперервнi в точцi 0. Як показує доведення
твердження 1, не тiльки d(sgn,C(R)) = 1, а й d(sgn,C0(R)) = 1.

Зауваження 2. Зрозумiло, що у доведеннi твердження 2 точку
0 можна замiнити будь-яким цiлим числом n, i тому для f(x) = [x]
справедлива рiвнiсть d(f,E) = 1

2 , якщо E — це сукупнiсть усiх функ-
цiй g : R→ R, якi неперервнi хоча б в однiй цiлiй точцi n.

3. Функцiї Бера i коливання. Для топологiчного простору X
i точки x ∈ X символом Ux позначимо систему всiх околiв точки x
в X. Нехай f : X → R — деяка функцiя. Покладемо для кожного
U ∈ Ux

Mf (U) = sup
x∈U

f(x) i mf (U) = inf
x∈U

f(x).



Про рiвномiрне вiдхилення вiд простору неперервних функцiй 177

Формулами

f∨(x) = inf
U∈Ux

Mf (U) та f∧(x) = sup
U∈Ux

mf (U)

визначаються функцiї f∨, f∧ : X → R = [−∞,+∞], якi називають-
ся вiдповiдно верхньою та нижньою функцiєю Бера чи верхньою та
нижньою граничними функцiями [5, с. 61]. В аналiзi їх ще познача-
ють так:

f∨(x) = lim
u→x

f(u) та f∧(x) = lim
u→x

f(u).

Добре вiдомо, що функцiя f∨ напiвнеперервна зверху, а функцiя
f∧ — знизу. Крiм того, f∧(x) ≤ f(x) ≤ f∨(x) на X.

Для непорожньої множини E ⊆ X число

ωf (E) = sup
x′,x′′∈E

|f(x′)− f(x′′)|

називається коливанням функцiї f на множинi E, а число

ωf (x) = inf
U∈Ux

ωf (U)

— коливанням функцiї f у точцi x. Функцiя ωf : X → [0,+∞] на-
зивається коливанням функцiї f . Рiвнiсть ωf (x) = 0 рiвносильна
неперервностi функцiї f у точцi x. Для коливання справджується
формула:

ωf = f∨ − f∧.

Оскiльки −∞ < f∨(x) ≤ +∞ i −∞ ≤ f∧(x) < +∞, то рiзниця
f∨(x)−f∧(x) завжди визначена i дорiвнює +∞ тодi i тiльки тодi, ко-
ли f∨(x) = +∞ або f∧(x) = −∞. Коливання ωf : X → [0,+∞] — це
напiвнеперервна функцiя i його рiвномiрна норма ‖ωf‖ = sup{ωf (x) :
x ∈ X}, причому ‖ωf‖ = +∞, якщо ωf (x) = +∞ для деякої точки
x ∈ X.

4. Теорема Гана–Д’єдонне–Тонґа–Катетова. Виклад основ-
ного результату статтi буде спиратися на одне твердження, яке ми
називаємо теоремою Гана–Д’єдонне–Тонґа–Катетова.

Теорема A. T1-простiр X буде нормальним тодi i тiльки тодi,
коли для довiльних функцiй g : X → R i h : X → R, таких, що
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g(x) ≤ h(x) на X, g — напiвнеперервна зверху i h — напiвнеперервна
знизу, iснує така неперервна функцiя f : X → R, що g(x) ≤ f(x) ≤
≤ h(x) на X.

Для метричного простору X iснування такої неперервної функцiї
f : X → R, яка лежить мiж неперервними зверху i знизу вiдповiдно
функцiями g i h, такими, що g(x) ≤ h(x) наX, вперше довiв Г. Ган [6].
При цьому вiн застосував це твердження для доведення того, що ро-
зривна функцiя f : X → R, у якої коливання ωf (x) ≤ k, може бути
поданою у виглядi суми f = g+h неперервної функцiї g i функцiї h,
для якої |h(x)| ≤ k

2 . Звiдси легко виводиться, що d(f, C(X)) ≤ 1
2‖ωf‖.

Оскiльки обернену нерiвнiсть нескладно пояснити (див. далi п. 4), то
фактично у Г. Гана доведено, що d(f, C(X)) = 1

2‖ωf‖ для метричних
просторiвX. Ж.Д’єдонне [7] перенiс результат Гана на паракомпакт-
нi простори X(див. також [1], де розглянутий цей випадок). Саму ж
теорему А довели Г.Тонґ [8, 9] i М.Катетов [10, 11]. Схема доведення
теореми А подана у монографiї Р. Енгелькiнга [2, с. 105].

Вiдомi також аналоги теореми А: теорема Даукера–Катетова [10 –
12] i теорема Майкла [13]. Детальну iнформацiю на цю тему можна
отримати з праць [14, 15]. Теорема А застосовувалась i в працi [16].

5. Основний результат. Наступна теорема розвиває результати
праць [1, с. 23] i [6]. Вона була анонсована в тезах [19, 20].

Теорема 1. Нехай X — нормальний простiр i f : X → R —
довiльна функцiя. Тодi d(f, C(X)) = 1

2‖ωf‖, причому iснує функцiя
g ∈ C(X), така, що d(f, C(X)) = ‖f − g‖.

Доведення. Нехай 1
2‖ωf‖ = δ. Доведемо, що d(f, C(X)) ≥ δ.

Нехай g ∈ C(X), x ∈ X, U ∈ Ux i x′, x′′ ∈ U . Тодi

|f(x′)− f(x′′)| = |f(x′)− g(x′) + g(x′)− g(x′′) + g(x′′)− f(x′′)| ≤

≤ |f(x′)− g(x′)|+ |g(x′)− g(x′′)|+ |g(x′′)− f(x′′)| ≤

≤ ‖f − g‖+ ωg(U) + ‖g − f‖ = ωg(U) + 2‖f − g‖.

Переходячи до супремуму, отримаємо оцiнку

ωf (U) ≤ ωg(U) + 2‖f − g‖.
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Переходячи до iнфiмуму, будемо мати

ωf (x) = inf
U∈Ux

ωf (U) ≤ inf
U∈Ux

(ωg(U) + 2‖f − g‖) =

= inf
U∈Ux

ωg(U) + 2‖f − g‖ = ωg(x) + 2‖f − g‖ = 2‖f − g‖,

бо ωg(x) = 0, адже функцiя g неперервна в точцi x. Таким чином,

ωf (x) ≤ 2‖f − g‖

для кожного x ∈ X, а значить, ‖ωf‖ ≤ 2‖f −g‖. Звiдки випливає, що
‖f − g‖ ≥ 1

2‖ωf‖ = δ. Тодi i

d(f, C(X)) = inf
g∈C(X)

‖f − g‖ ≥ δ.

Зокрема, коли ‖ωf‖ = +∞, то δ = +∞ i справджується рiвнiсть

d(f, C(X)) = δ = +∞.

Припустимо, що ‖ωf‖ < +∞ i доведемо, що d(f, C(X)) ≤ δ. Для
цього розглянемо функцiї ϕ = f∨−δ i ψ = f∧+δ, якi будуть напiвне-
перервними вiдповiдно зверху i знизу. Оскiльки 0 ≤ ωf (x) ≤ ‖ωf‖ <
< +∞ i ωf = f∨−f∧, то функцiї f∨ i f∧ набувають лише скiнченних
значень. Оскiльки ‖ωf‖ = 2δ i

f∨(x)− f∧(x) = ωf (x) ≤ ‖ωf‖ = 2δ,

то
ϕ(x) = f∨(x)− δ ≤ f∧(x) + δ = ψ(x)

на множинi X. За теоремою А iснує така неперервна функцiя g :
X → R, що ϕ(x) ≤ g(x) ≤ ψ(x) на X. Для неї

g(x)− δ ≤ ψ(x)− δ = f∧(x) ≤ f(x) ≤ f∨(x) = ϕ(x) + δ ≤ g(x) + δ

на X. Отже,
g(x)− δ ≤ f(x) ≤ g(x) + δ

на X. Звiдки випливає, що −δ ≤ f(x) − g(x) ≤ δ на X, а значить
|f(x)− g(x)| ≤ δ на X, отже, i ‖f − g‖ ≤ δ. Тому

d(f, C(X)) ≤ ‖f − g‖ ≤ δ,
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бо g ∈ C(X). Таким чином, d(f, C(X)) ≤ δ, а значить, d(f, C(X)) = δ.
При цьому ‖f−g‖ = δ. Якщо ‖ωf‖ = +∞, то ‖f−0‖ = +∞ i 0 ∈ C(X).

Зауваження 3. Якщо функцiя f обмежена, то i δ = 1
2‖ωf‖ ≤

≤ ‖f‖ < +∞. Знайдена на другому етапi доведення теореми 1 непе-
рервна функцiя g задовольняє нерiвнiсть ‖f − g‖ ≤ δ < +∞. Отже,
вона буде обмеженою, тому ми встановили рiвнiсть

d(f, Cb(X)) =
1

2
‖ωf‖

для нормального простору X, що теж розширює результат
Бен’ямiнi–Лiнденштраусса. Про можливiсть такого розширення було
зроблено зауваження у працi [17].

6. Прикiнцевi зауваження. В останнi роки ведеться активне
дослiдження рiзних ослаблень неперервностi: квазiнеперервнiсть,
ледь неперервнiсть, майже неперервнiсть тощо. Тому природно по-
ставити задачу про знаходження вiдхилень функцiй вiд iнших функ-
цiональних класiв. Така робота вже розпочата. Зокрема, в [18, 19]
розглянуто класи K0(R) i S0(R) всiх функцiй g : R → R, якi квазi-
неперервнi чи ледь неперервнi в точцi 0 вiдповiдно, i наведено такi
результати:

Твердження 3. Для довiльних дiйсних чисел b1, b2, b3 i функцiї
f = b1χ(−∞,0) + b2χ{0}| + b3χ(0,+∞) справджуються рiвностi:

d
(
f,K0(R)

)
= d(f, S0

(
R)

)
=

1

2
min

{
|b1 − b2|, |b2 − b3|

}
.

Твердження 4. Нехай |b| > 1, f(x) = sin 1
x при x 6= 0 i f(0) = b.

Тодi
d(f,K0(R)) = d(f, S0(R)) =

|b| − 1

2
.

Зокрема, коли b1 = −1, b2 = 0, b3 = 1, то функцiя f з тверджен-
ня 3 — це сигнум i d(sgn,K0(R)) = 1

2 , але d(sgn,C0(R)) = 1.
Розвитку цих результатiв буде присвячена наступна публiкацiя
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