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We study properties of continuous nowhere monotonicity function on [0; 1],
which is defined in terms of nega-3-adic and 𝐴2-representation of real num-
bers. We proved a correctness of its definition, continuity and monotony,
and described some properties of its graph and sets of levels.

Вивчаються властивостi неперервної на [0; 1] нiде не монотонної функ-
цiї, означеної в термiнах нега-трiйкового i ланцюгового 𝐴2-зображення
дiйсних чисел. Доведено коректнiсть її означення, неперервнiсть i нi-
де не монотоннiсть, описано деякi властивостi її графiка i множини
рiвнiв.

Вступ

Неперервнi функцiї з фрактальними властивостями – популярний
об’єкт у дослiдженнях минулих десятирiч. Це функцiї, якi мають
властивостi самоподiбностi, самоафiнностi, автомодельностi (графi-
кiв або рiвнiв); функцiї, множини особливостей яких мають неодно-
рiдну локальну тополого-метричну структуру тощо. Значний клас та-
ких функцiй утворюють нiде не монотоннi, скрiзь або майже скрiзь
недиференцiйовнi функцiї. Сьогоднi вiдомо чимало класiв указаних
функцiй, якi належать сiм’ї нiде не монотонних функцiй [4,5,9]. Окре-
мим прикладом такої функцiї сьогоднi мало кого здивуєш. Актуаль-
нiшими є методи вивчення їхнiх властивостей, схеми дослiдження,
новi прийоми обґрунтування фактiв.
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Використовуючи нега-трiйкове зображення дiйсних чисел i введе-
не в роботi [1] ланцюгове 𝐴2-зображення, ми означуємо аналог непе-
рервної нiде не монотонної й недиференцiйовної функцiї, яка вивча-
лась у роботах [2, 3, 7, 8], i дослiджуємо її властивостi.

Вiдомо, що для довiльного 𝑥 ∈ [0; 1] iснує така послiдовнiсть (𝛼𝑛),
𝛼𝑛 ∈ 𝐴3 ≡ {0, 1, 2}, де

𝑥 =
3

4
+

∞∑︁
𝑛=1

𝛼𝑛
(−3)𝑛

=
3

4
− 𝛼1

3
+
𝛼2

32
− 𝛼3

33
+ . . . ≡ Δ−3

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛....

Таке подання числа у формi ряду називається нега-трiйковим
представленням, а символiчний запис 𝑥 = Δ−3

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛... – його нега-
трiйковим зображенням. Зауважимо, що нега-трiйкове зображення,
як показано в [?], є перекодуванням класичного трiйкового зображе-
ння чисел. Кожне iррацiональне число має нескiнченне неперiодичне
зображення, а кожне рацiональне можна подати як нескiнченне пе-
рiодичне нега-трiйкове зображення не бiльш нiж двома способами.
Причому, для чисел, якi можна подати як два нега-трiйковi зображе-
ння, вони мають вигляд:

𝑥 ≡ Δ−3
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛−1𝛼𝑛(20)

= Δ−3
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛−1[𝛼𝑛−1](02) ≡ 𝑥′, (1)

де круглi дужки означають перiод.
Цилiндром рангу m з основою 𝑐1𝑐2 . . . 𝑐𝑚 називається множина

Δ−3
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚 = {𝑥|𝑥 = Δ−3

𝛼1𝛼2...𝛼𝑚𝛼𝑚+1..., 𝛼𝑖(𝑥) = 𝑐𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚}.

Цилiндр є вiдрiзком, а саме:

Δ−3
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚 =

⎧⎨⎩
[︁
Δ−3
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚(20),Δ

−3
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚(02)

]︁
, якщо 𝑚 – парне;[︁

Δ−3
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚(02),Δ

−3
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚(20)

]︁
, якщо 𝑚 – непарне.

(2)
Цилiндри одного рангу збiгаються або не мають спiльних внутрiшнiх
точок.

Вiдомо також [1], що довiльне дiйсне число 𝑥 ∈ [1/2; 1] можна
представити нескiнченним ланцюговим дробом

𝑥 =
1

𝑎1 +
1

𝑎2 + . . .+
1

𝑎𝑛 + . . .

≡ [𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛, . . .], (3)
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де 𝑎𝑛 ∈ 𝐴′
2 ≡ { 1

2 ; 1}, 𝑛 ∈ 𝑁. Розклад (3) дiйсного числа 𝑥 ∈ [1/2; 1]
називається його ланцюговим 𝐴2-представленням. Рiвнiсть (3) ско-
рочено записуватимемо 𝑥 = Δ𝐴2

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛..., де

𝛼𝑛 =

{︂
0, якщо 𝑎𝑛 = 1/2;
1, якщо 𝑎𝑛 = 1,

i називатимемо ланцюговим 𝐴2-зображенням числа 𝑥.
Iснують числа, що мають два ланцюговi 𝐴2-зображення. Вони ви-

черпуються такими: 𝑥 = Δ𝐴2

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛1(10)
= Δ𝐴2

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛0(01)
.

1 Основний об’єкт дослiдження

Розглядається функцiя 𝑦 = 𝑓(𝑥), аргумент якої має нега-трiйкове
зображення

𝑥 = Δ−3
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛... ≡

3

4
+

∞∑︁
𝑛=1

𝛼𝑛
(−3)𝑛

, 𝛼𝑛 ∈ 𝐴3,

а значення функцiї має ланцюгове 𝐴2-зображення 𝑓(𝑥) = Δ𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑛...
,

причому

𝛽1 =

{︂
1, якщо 𝛼1 = 2;
0, якщо 𝛼1 ̸= 2; 𝛽𝑘+1 =

{︂
1− 𝛽𝑘, якщо 𝛼𝑘+1 + 𝛼𝑘 = 2;
𝛽𝑘, якщо 𝛼𝑘+1 + 𝛼𝑘 ̸= 2.

(4)
Для вивчення властивостей функцiї корисною є описана в [1] гео-

метрiя ланцюгового 𝐴2-зображення.
Цилiндром рангу 𝑚 iз основою 𝑐1𝑐2 . . . 𝑐𝑚 називають множину та-

ких 𝑥, якi мають ланцюгове𝐴2-зображення з першими𝑚 елементами,
що дорiвнюють вiдповiдно 𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐𝑚, тобто

Δ𝐴2
𝑐1...𝑐𝑚 = {𝑥|𝑥 = Δ𝐴2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝛼𝑚+1𝛼𝑚+2...}.

Довжина цилiндра Δ𝐴2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚 обчислюється за формулою

⃒⃒
Δ𝐴2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚

⃒⃒
=

1

(𝑞𝑚−1 + 𝑞𝑚)(𝑞𝑚−1 + 2𝑞𝑚)
,

де 𝑞𝑚 – знаменник пiдхiдного дробу числа [0; 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚] :

𝑞0 = 1, 𝑞1 = 𝑎1, 𝑞𝑛+1 = 𝑎𝑛+1𝑞𝑛 + 𝑞𝑛−1, 𝑎𝑛 =

{︂
1
2 , якщо 𝑐𝑛 = 0;
1, якщо 𝑐𝑛 = 1.
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Основне метричне вiдношення для 𝐴2-зображення чисел:⃒⃒⃒
Δ𝐴2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑛0

⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
Δ𝐴2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑛

⃒⃒⃒ =

2 +
𝑞𝑛−1

𝑞𝑛

3 + 2
𝑞𝑛−1

𝑞𝑛

,

⃒⃒⃒
Δ𝐴2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑛1

⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
Δ𝐴2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑛

⃒⃒⃒ =

1 +
𝑞𝑛−1

𝑞𝑛

3 + 2
𝑞𝑛−1

𝑞𝑛

.

2 Коректнiсть означення функцiї

Коректнiсть означення функцiї у нега-трiйково-iррацiональних то-
чках не викликає сумнiвiв. Обґрунтуємо його коректнiсть у нега-
трiйково-рацiональних точках, тобто що для рiзних нега-трiйкових
зображень того самого рацiонального значення аргумента

𝑥 ≡ Δ−3
𝛼1𝛼2...𝛼𝑘−1𝛼𝑘(20)

= Δ−3
𝛼1𝛼2...𝛼𝑘−1[𝛼𝑘−1](02) ≡ 𝑥′

виконується рiвнiсть: 𝑓(Δ−3
𝛼1𝛼2...𝛼𝑘−1𝛼𝑘(20)

) = 𝑓(Δ−3
𝛼1𝛼2...𝛼𝑘−1[𝛼𝑘−1](02)).

Нехай Δ𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑘...
— зображення значення функцiї для зображен-

ня аргумента Δ−3
𝛼1𝛼2...𝛼𝑘−1𝛼𝑘(20)

, а Δ𝐴2

𝛽′
1𝛽

′
2...𝛽

′
𝑘...

— зображення значення
функцiї для зображення аргумента Δ−3

𝛼1𝛼2...𝛼𝑘−1[𝛼𝑘−1](02).
Оскiльки 𝛼𝑘 ̸= 0, то [𝛼𝑘 − 1] ∈ {0, 1}. З означення функцiї маємо⎧⎨⎩

𝛽𝑖 = 𝛽′
𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑘 − 1;

𝛽𝑘+𝑗 = 1− 𝛽𝑘+𝑗−1, 𝑗 = 2, 3, . . .;
𝛽′
𝑘+𝑗 = 1− 𝛽′

𝑘+𝑗−1, 𝑗 = 2, 3, . . ..

Усього iснує 3 випадки. Випадок 1.
{︂
𝛼𝑘−1 + 𝛼𝑘 = 2,
𝛼𝑘−1 + 𝛼𝑘 − 1 ̸= 2.

Тодi⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝛽𝑘 = 1− 𝛽𝑘−1,
𝛽𝑘+1 = 𝛽𝑘 = 1− 𝛽𝑘−1,
𝛽𝑘+2 = 1− 𝛽𝑘+1 = 𝛽𝑘−1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ;

⇒

⎧⎨⎩ 𝛽𝑘 = 1− 𝛽𝑘−1,
𝛽𝑘+2𝑗−1 = 1− 𝛽𝑘−1,
𝛽𝑘+2𝑗 = 𝛽𝑘−1, 𝑗 ∈ 𝑁.

Отже, 𝑦 = 𝑓
(︁
Δ−3
𝛼1𝛼2...𝛼𝑘−1𝛼𝑘(20)

)︁
= Δ𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑘−1[1−𝛽𝑘−1](1−𝛽𝑘−1,𝛽𝑘−1)
.

Аналогiчно,⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝛽′
𝑘 = 𝛽′

𝑘−1 = 𝛽𝑘−1,
𝛽′
𝑘+1 = 𝛽′

𝑘 = 𝛽′
𝑘−1 = 𝛽𝑘−1,

𝛽′
𝑘+2 = 1− 𝛽′

𝑘+1 = 1− 𝛽𝑘−1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ;

⇒

⎧⎨⎩
𝛽′
𝑘 = 𝛽𝑘−1,
𝛽′
𝑘+2𝑗−1 = 𝛽𝑘−1,

𝛽′
𝑘+2𝑗 = 1− 𝛽𝑘−1, 𝑗 ∈ 𝑁.
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Тодi 𝑦′ = 𝑓
(︁
Δ−3
𝛼1𝛼2...𝛼𝑘−1[𝛼𝑘−1](02)

)︁
= Δ𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑘−1𝛽𝑘−1(𝛽𝑘−1,1−𝛽𝑘−1)
.

Випадок 2.
{︂
𝛼𝑘−1 + 𝛼𝑘 ̸= 2,
𝛼𝑘−1 + 𝛼𝑘 − 1 = 2.

Маємо

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝛽𝑘 = 𝛽𝑘−1,
𝛽𝑘+1 = 𝛽𝑘 = 𝛽𝑘−1,
𝛽𝑘+2 = 1− 𝛽𝑘+1 = 1− 𝛽𝑘−1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ;

⇒

⎧⎨⎩ 𝛽𝑘 = 𝛽𝑘−1,
𝛽𝑘+2𝑗−1 = 𝛽𝑘−1,
𝛽𝑘+2𝑗 = 1− 𝛽𝑘−1, 𝑗 ∈ 𝑁.

Тодi 𝑦 = 𝑓
(︁
Δ−3
𝛼1𝛼2...𝛼𝑘−1𝛼𝑘(20)

)︁
= Δ𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑘−1𝛽𝑘−1(𝛽𝑘−1,1−𝛽𝑘−1)
.

Аналогiчно,⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝛽′
𝑘 = 1− 𝛽′

𝑘−1 = 1− 𝛽𝑘−1,
𝛽′
𝑘+1 = 𝛽′

𝑘 = 1− 𝛽′
𝑘−1 = 1− 𝛽𝑘−1,

𝛽′
𝑘+2 = 1− 𝛽′

𝑘+1 = 𝛽𝑘−1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ;

⇒

⎧⎨⎩
𝛽′
𝑘 = 1− 𝛽𝑘−1,
𝛽′
𝑘+2𝑗−1 = 1− 𝛽𝑘−1,

𝛽′
𝑘+2𝑗 = 𝛽𝑘−1, 𝑗 ∈ 𝑁.

Тодi 𝑦′ = 𝑓
(︁
Δ−3
𝛼1𝛼2...𝛼𝑘−1[𝛼𝑘−1](02)

)︁
= Δ𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑘−1[1−𝛽𝑘−1](1−𝛽𝑘−1,𝛽𝑘−1)
.

Випадок 3.
{︂
𝛼𝑘−1 + 𝛼𝑘 ̸= 2,
𝛼𝑘−1 + 𝛼𝑘 − 1 ̸= 2.

Маємо

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝛽𝑘 = 𝛽𝑘−1,
𝛽𝑘+1 = 𝛽𝑘 = 𝛽𝑘−1,
𝛽𝑘+2 = 1− 𝛽𝑘+1 = 1− 𝛽𝑘−1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ;

⇒

⎧⎨⎩ 𝛽𝑘 = 𝛽𝑘−1,
𝛽𝑘+2𝑗−1 = 𝛽𝑘−1,
𝛽𝑘+2𝑗 = 1− 𝛽𝑘−1, 𝑗 ∈ 𝑁.

Отже, 𝑦 = 𝑓
(︁
Δ−3
𝛼1𝛼2...𝛼𝑘−1𝛼𝑘(20)

)︁
= Δ𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑘−1𝛽𝑘−1(𝛽𝑘−1,1−𝛽𝑘−1)
.

Аналогiчно,⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝛽′
𝑘 = 𝛽′

𝑘−1 = 𝛽𝑘−1,
𝛽𝑘+1 = 𝛽′

𝑘 = 𝛽′
𝑘−1 = 𝛽𝑘−1,

𝛽′
𝑘+2 = 1− 𝛽′

𝑘+1 = 1− 𝛽𝑘−1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ;

⇒

⎧⎨⎩
𝛽′
𝑘 = 1− 𝛽𝑘−1,
𝛽′
𝑘+2𝑗−1 = 𝛽𝑘−1,

𝛽′
𝑘+2𝑗 = 1− 𝛽𝑘−1, 𝑗 ∈ 𝑁.

Тодi 𝑦′ = 𝑓
(︁
Δ−3
𝛼1𝛼2...𝛼𝑘−1[𝛼𝑘−1](02)

)︁
= Δ𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑘−1𝛽𝑘−1(𝛽𝑘−1,1−𝛽𝑘−1)
.

Отже, 𝑦 i 𝑦′ є 𝐴2-зображенням того самого 𝐴2-рацiонального чи-
сла.
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3 Неперервнiсть функцiї

𝐴2-рацiональними називають точки з вiдрiзка [0, 5; 1], якi є кiнцями
деякого цилiндра. До таких точок належать тi, що мають два ланцю-
говi 𝐴2-зображення, а також точки 0, 5 i 1. Якщо ж точка 𝑥 не є кiн-
цем жодного цилiндра, то таку точку називають 𝐴2-iррацiональною.

Теорема 3.1. Функцiя 𝑦 = 𝑓(𝑥) є неперервною на пiвiнтервалi (0; 1].

Доведення. Нехай 𝑥0 = Δ−3
𝛼1𝛼2𝛼3... ∈ (0, 1] – 𝐴2-iррацiональна точка,

𝑥′ = Δ−3
𝛼′

1𝛼
′
2𝛼

′
3...
. Нехай 𝑥0 i 𝑥′ належать одному цилiндру 𝑚-го рангу,

i рiзним цилiндрам 𝑚 + 1-го рангу. Це означає, що iснує 𝑚 : 𝛼𝑖 = 𝛼′
𝑖

при 𝑖 ≤ 𝑚, i 𝛼𝑚+1 ̸= 𝛼′
𝑚+1. Тодi той факт, що 𝑥′ → 𝑥0, рiвносильний

умовi 𝑚→ ∞. Тодi

|𝑓(𝑥′)− 𝑓(𝑥0)| ≤ |Δ𝐴2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚 | → 0, при 𝑚→ ∞.

Нехай тепер аргумент 𝑥 є 𝐴2-рацiональним числом, тобто його
можна подати у виглядi двох перiодичних нега-трiйкових зображень
(1). Очевидно, що{︂

𝛽𝑖(𝑥) = 𝛽𝑖(𝑥
′), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑘 − 1;

𝛽𝑘+𝑗(𝑥) = 𝛽𝑘+𝑗(𝑥
′), 𝑗 = 2, 3, . . ..

Оскiльки 2 + 𝛼𝑘 ̸= 2, то 𝛽𝑘+1(𝑥) = 𝛽𝑘(𝑥). Аналогiчно, оскiльки 0 +
𝛼𝑘 − 1 ̸= 2, то 𝛽𝑘+1(𝑥

′) = 𝛽𝑘(𝑥
′).

Залишилось визначити 𝛽𝑘(𝑥) i 𝛽𝑘(𝑥′). Розглянувши три випадки,
як i при доведеннi коректностi, впевнюємося, що значення функцiї
вiд двох рiзних зображень є тим самим 𝐴2-рацiональним числом.

4 Нiде не монотоннiсть функцiї

Неперервна функцiя називається нiде не монотонною, якщо вона не
має жодного як завгодно малого промiжку монотонностi.

Теорема 4.1. Функцiя 𝑦 = 𝑓(𝑥) є нiде не монотонною.

Доведення. Для доведення нiде не монотонностi покажемо, що у ко-
жному цилiндрi можна обрати такий пiдцилiндр, у якому можна вка-
зати точки, пов’язанi нерiвнiстю

𝑥1 < 𝑥2 < 𝑥3, (5)
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для яких виконується одна з двох нерiвностей:

𝑓(𝑥1) < 𝑓(𝑥2) > 𝑓(𝑥3) або 𝑓(𝑥1) > 𝑓(𝑥2) < 𝑓(𝑥3).

На довiльному цилiндрi парного рангу Δ−3
𝛼1𝛼2...𝛼2𝑘

розглянемо точки:

𝑥1 = Δ−3
𝛼1𝛼2...𝛼2𝑘(2)

, 𝑥2 = Δ−3
𝛼1𝛼2...𝛼2𝑘(1)

, 𝑥3 = Δ−3
𝛼1𝛼2...𝛼2𝑘(0)

.

Оскiльки

𝑥1 − 𝑥2 =

(︃
3

4
−
𝛼1

3
+
𝛼1

32
− . . .+

𝛼2𝑘

32𝑘
−

2

32𝑘+1
+ . . .

)︃
−

−

(︃
3

4
−
𝛼1

3
+
𝛼1

32
− . . .+

𝛼2𝑘

32𝑘
−

1

32𝑘+1
+ . . .

)︃
=

= −
1

32𝑘+1

(︃
1−

1

3
+

1

32
− . . .

)︃
=

− 1

4 · 32𝑘
< 0,

то 𝑥1 < 𝑥2. Аналогiчно показуємо, що 𝑥2 < 𝑥3. Отже, чинне (5).
Розглянемо випадок, коли 𝛼2𝑘 = 0. Тодi: 𝑓(𝑥1) = Δ𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽2𝑘(1−𝛽2𝑘)
,

𝑓(𝑥2) = Δ𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽2𝑘(𝛽2𝑘,1−𝛽2𝑘)
, 𝑓(𝑥3) = Δ𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽2𝑘(𝛽2𝑘)
.

Нехай 𝛽2𝑘 = 0. Тодi 𝑓(𝑥1) = Δ𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽2𝑘−10(1)
,

𝑓(𝑥2) = Δ𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽2𝑘−10(01)
, 𝑓(𝑥3) = Δ𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽2𝑘−10(0)
.

З властивостей ланцюгових дробiв маємо:

𝛽2𝑘+1(𝑥1) > 𝛽2𝑘+1(𝑥2) ⇒ 𝑓(𝑥1) < 𝑓(𝑥2),

𝛽2𝑘+2(𝑥2) > 𝛽2𝑘+2(𝑥3) ⇒ 𝑓(𝑥2) > 𝑓(𝑥3).

Отже, 𝑓(𝑥1) < 𝑓(𝑥2) > 𝑓(𝑥3).
Нехай 𝛽2𝑘 = 1. Тодi 𝑓(𝑥1) = Δ𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽2𝑘−11(0)
,

𝑓(𝑥2) = Δ𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽2𝑘−11(10)
, 𝑓(𝑥3) = Δ𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽2𝑘−11(1)
.

З властивостей ланцюгових дробiв маємо:

𝛽2𝑘+1(𝑥1) < 𝛽2𝑘+1(𝑥2) ⇒ 𝑓(𝑥1) > 𝑓(𝑥2),
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𝛽2𝑘+2(𝑥2) < 𝛽2𝑘+2(𝑥3) ⇒ 𝑓(𝑥2) < 𝑓(𝑥3).

Отже, 𝑓(𝑥1) > 𝑓(𝑥2) < 𝑓(𝑥3). При 𝛼2𝑘 ∈ {1, 2} висновки аналогiчнi.
Вказавши для кожного цилiндра три значення аргумента, для

яких дiють вище зазначенi системи нерiвностей, ми довели нiде не
монотоннiсть функцiї.

Лема 4.1. На цилiндрi Δ−3
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛−11

максимум або мiнiмум функцiї
досягаєтья у його внутрiшнiй точцi 𝑥0 = Δ−3

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛−11(1)
.

Доведення. Розглянемо цилiндр Δ−3
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛−11

. Його кiнцями є точки:

𝑥1 = Δ−3
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛−11(02)

𝑥2 = Δ−3
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛−11(20)

.

Функцiя набуває у цих точках однакових значень:

𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2) = Δ−3
𝛽1𝛽2...𝛽𝑛−1𝛽𝑛(𝛽𝑛,1−𝛽𝑛)

.

Оскiльки функцiя є неперервною i вiдмiнною вiд константи, то макси-
мального або мiнiмального значення вона набуде у деякiй внутрiшнiй
точцi. Нехай 𝑥0 = Δ−3

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛−11(1)
, тодi

𝑓(𝑥0) = Δ𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑛−1𝛽𝑛
(1− 𝛽𝑛, 𝛽𝑛).

Доведемо, що для всiх iнших значень функцiї з цього цилiндра вико-
нується нерiвнiсть 𝑓(𝑥) > 𝑓(𝑥0) (або 𝑓(𝑥) < 𝑓(𝑥0)). Нехай спочатку 𝑛
– парне число; розглянемо можливi випадки.
Випадок 1. Виберемо у цилiндрi Δ−3

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛−11
довiльну точку 𝑥 =

Δ−3
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛−11𝛼𝑛+1...

, таку, що 𝛼𝑛+1 ∈ {0; 2}. Тодi

𝑓(𝑥) = Δ𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑛−100...
> 𝑓(𝑥0) = Δ𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑛−10(10)
, якщо 𝛽𝑛 = 0,

𝑓(𝑥) = Δ𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑛−111...
< 𝑓(𝑥0) = Δ𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑛−11(01)
, якщо 𝛽𝑛 = 1.

Випадок 2. Виберемо тепер у цилiндрi Δ−3
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛−11

довiльну точку
𝑥 = Δ−3

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛−11𝛼𝑛+1...
, таку, що 𝛼𝑛+𝑘−1 = 1, 𝑘 ∈ 𝑁 , але 𝛼𝑛+𝑘 ̸= 1. То-

дi, якщо 𝑛+ 𝑘 – парне i 𝛽𝑛+𝑘 = 0, то 𝑓(𝑥) > 𝑓(𝑥0); якщо ж 𝛽𝑛+𝑘 = 1,
то 𝑓(𝑥) < 𝑓(𝑥0). Для непарного значення 𝑛+𝑘 знаки цих нерiвностей
змiнюватимуться на протилежнi.
Для непарного значення 𝑛 можна дiйти аналогiчних висновкiв, при-
чому знаки нерiвностей будуть змiненi на протилежнi.
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Отже, на цилiндрах парного рангу 𝑥0 – точка мiнiмуму, якщо 𝛽𝑛 =
0, i точка максимуму, якщо 𝛽𝑛 = 1. На цилiндрах непарного рангу 𝑥0
– точка максимуму, якщо 𝛽𝑛 = 0, i точка мiнiмуму, якщо 𝛽𝑛 = 1.

Лема 4.2. На цилiндрi Δ−3
𝛼1𝛼2...𝛼𝑚−1𝛼𝑚

, де 𝛼𝑚 ∈ {0; 2}, функцiя на-
буває свого найбiльшого i найменшого значення на кiнцях цилiндра.

Доведення. Розглянемо цилiндр Δ−3
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛−10

, i нехай 𝑛 – парне чи-
сло. Оскiльки образ цилiндра Δ−3

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛−10
є пiдмножиною цилiндра

Δ𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑛−1𝛽𝑛
, то – за властивостями ланцюгових дробiв – максималь-

не значення функцiї не перевищуватиме значення 𝑓1 = Δ𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑛−1𝛽𝑛(01)
.

Доведемо, що цього значення функцiя набуває на кiнцi цилiндра й,
можливо, ще в однiй внутрiшнiй точцi цилiндра. Нехай

𝑥𝑚𝑎𝑥 = Δ−3
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛−10𝛼𝑛+1𝛼𝑛+2...

,

а 𝛽𝑛 = 0, тодi 𝑓(𝑥𝑚𝑎𝑥) = Δ𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑛−10(01)
.

Оскiльки 𝛽𝑛+1(𝑓(𝑥𝑚𝑎𝑥)) = 𝛽𝑛(𝑓(𝑥𝑚𝑎𝑥)), то 𝛼𝑛+1 + 𝛼𝑛 ̸= 2, тобто
𝛼
(1)
𝑛+1(𝑥𝑚𝑎𝑥) = 0 або 𝛼(2)

𝑛+1(𝑥𝑚𝑎𝑥) = 1. Далi, оскiльки 𝛽𝑛+2(𝑓(𝑥𝑚𝑎𝑥)) ̸=
𝛽𝑛+1(𝑓(𝑥𝑚𝑎𝑥)), то 𝛼𝑛+2 + 𝛼𝑛+1 = 2, тобто

𝛼
(1)
𝑛+2(𝑥𝑚𝑎𝑥) = 2 або 𝛼

(2)
𝑛+2(𝑥𝑚𝑎𝑥) = 1,

i далi. Отже,

𝑥(1)𝑚𝑎𝑥 = Δ−3
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛−10(02)

− правий кiнець цилiндра,

𝑥(2)𝑚𝑎𝑥 = Δ−3
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛−10(1)

− внутрiшня точка цилiндра.

Нехай тепер 𝛽𝑛 = 1. Оскiльки 𝛽𝑛+1(𝑓(𝑥𝑚𝑎𝑥)) ̸= 𝛽𝑛(𝑓(𝑥𝑚𝑎𝑥)), то

𝛼𝑛+1(𝑥𝑚𝑎𝑥) + 𝛼𝑛(𝑥𝑚𝑎𝑥) = 2,

отже, 𝛼𝑛+1(𝑥𝑚𝑎𝑥) = 2. Оскiльки 𝛽𝑛+2(𝑓(𝑥𝑚𝑎𝑥)) ̸= 𝛽𝑛+1(𝑓(𝑥𝑚𝑎𝑥)), то
𝛼𝑛+2(𝑥𝑚𝑎𝑥) + 𝛼𝑛+1(𝑥𝑚𝑎𝑥) = 2, тобто 𝛼𝑛+2(𝑥𝑚𝑎𝑥) = 0 i далi. Таким
чином, 𝑥𝑚𝑎𝑥 = Δ−3

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛−10(20)
− лiвий кiнець цилiндра. Мiнiмаль-

не значення функцiї на цилiндрi Δ−3
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛−10

буде не меншим за
𝑓2 = Δ𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑛−1𝛽𝑛(10)
. Доведемо, що це значення досягатиметься на

одному з кiнцiв цилiндра й, можливо, ще в однiй внутрiшнiй його
точцi.
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Нехай 𝑥𝑚𝑖𝑛 = Δ−3
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛−10𝛼𝑛+1𝛼𝑛+2...

, i нехай 𝛽𝑛 = 0. Тодi, повто-
рюючи наведенi вище мiркування, отримуємо, що

𝑥𝑚𝑖𝑛 = Δ−3
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛−10(20)

− лiвий кiнець цилiндра.

При 𝛽𝑛 = 1 аналогiчним чином доходимо висновку, що мiнiмальне
значення функцiї досягається у двох точках:

𝑥
(1)
𝑚𝑖𝑛 = Δ−3

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛−10(02)
− правий кiнець цилiндра.

𝑥
(1)
𝑚𝑖𝑛 = Δ−3

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛−10(1)
− внутрiшня точка цилiндра.

Для непарного значення 𝑛 i для 𝛼𝑛 = 2 доведення аналогiчне.

5 Множини рiвнiв функцiї

Множиною рiвня 𝑦0 функцiї 𝑓 називається множина

𝑓−1(𝑦0) = {𝑥 : 𝑓(𝑥) = 𝑦0}.

Лема 5.1. 1) Якщо 𝐴2-зображення точки 𝑦0 має вигляд Δ𝐴2

(01), то
множина 𝑓−1(𝑦0) складається зi двох точок.
2) Якщо 𝐴2-зображення точки 𝑦0 має вигляд Δ𝐴2

(10), то множина
𝑓−1(𝑦0) складається з однiєї точки.
3) Якщо в 𝐴2-зображення точки 𝑦0 всi цифри дорiвнюють 0, то
множина 𝑓−1(𝑦0) є злiченною множиною.

Доведення. 1) Нехай 𝑦0 = Δ𝐴2

(01). Оскiльки 𝛽1 = 0, то, виходячи з
означення функцiї, 𝛼1 ∈ {0; 1}. Оскiльки 𝛽2 = 1 = 1−𝛽1, то 𝛼2+𝛼1 =
2, тобто 𝛼2 = 2, якщо 𝛼1 = 0 i 𝛼2 = 1, якщо 𝛼1 = 1. Аналогiчно,
оскiльки 𝛽3 = 0, то 𝛼3 = 0, якщо 𝛼2 = 2 i 𝛼3 = 1, якщо 𝛼2 = 1 i
далi. Отже, прообразами точки 𝑦0 є два значення аргумента: Δ−3

(02)

або Δ−3
(1).

2) Нехай 𝑦0 = Δ𝐴2

(10). Оскiльки 𝛽1 = 1, то 𝛼1 = 2. Далi, оскiльки
𝛽2 = 0 = 1 − 𝛽1, то 𝛼1 + 𝛼2 = 2, тобто 𝛼2 = 0. Продовжуючи цi
мiркування доходимо висновку, що прообразом точки 𝑦0 є лише точка
Δ−3

(20).
3) Нехай 𝑦0 = Δ𝐴2

(0). Оскiльки 𝛽1 = 0, то 𝛼1 ∈ {0; 1}. Те, що 𝛽𝑘+1

дорiвнює 0, рiвносильно до того, що 𝛼𝑘 + 𝛼𝑘+1 ̸= 2. Отже, кожна
наступна цифра аргумента може приймати два значення, i перелiк
усiх значень аргументiв, для яких 𝛼𝑘+𝛼𝑘+1 ̸= 2, легко занумерувати
за зростанням вiдповiдних цифр.
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6 Автомодельнiсть графiка функцiї

Теорема 6.1. 1) Частина
Γ1 = {𝑀(𝑥, 𝑦) : 𝑥 = Δ−3

1𝛼2𝛼3...𝛼𝑛...
, 𝑦 = 𝑓(𝑥)} графiка Γ функцiї 𝑓

симетрична вiдносно прямої 𝑥 = Δ−3
(1).

2) Вiдображення, яке переводить частину графiка

Γ0 = {𝑀(𝑥, 𝑦) : 𝑥 = Δ−3
0𝛼2𝛼3...𝛼𝑛...

, 𝑦 = 𝑓(𝑥)}

в частину Γ2 = {𝑀(𝑥, 𝑦) : 𝑥 = Δ−3
2𝛼2𝛼3...𝛼𝑛...

, 𝑦 = 𝑓(𝑥)}
задається формулою:{︃

𝑥′ = Δ−3
[2−𝛼1][2−𝛼2]...[2−𝛼𝑛]...

,

𝑦′ = Δ𝐴2

[1−𝛽1][1−𝛽2]...[1−𝛽𝑛]...
.

Доведення. 1. Вiдомо, що графiк функцiї 𝑦 = 𝑓(𝑥) має вiсь симетрiї
𝑥 = 𝑎 тодi i лише тодi, коли 2𝑎−𝑥 ∈ 𝐷(𝑓) ∀𝑥 ∈ 𝐷(𝑓) i 𝑓(2𝑎−𝑥) = 𝑓(𝑥).

Вiзьмiмо довiльний 𝑥0 з цилiндра Δ−3
1 : 𝑥0 = Δ−3

1𝛼2𝛼3...𝛼𝑛...
i нехай

𝑓(𝑥0) = Δ𝐴2

1𝛽2𝛽3...𝛽𝑛...
.

Тодi
𝑥1 = 2 ·Δ−3

(1) − 𝑥0 = 2 ·Δ−3
(1) −Δ−3

1𝛼2𝛼3...𝛼𝑛...
=

= 2 ·

(︃
3

4
−

1

3
+

1

32
−

1

33
+ . . .

)︃
−
(︂
3

4
− 1

3
+
𝛼2

32
− 𝛼3

33
+ . . .

)︂
=

=

(︃
3

4
−

1

3
+

2− 𝛼2

32
−

2− 𝛼3

33
+ . . .

)︃
= Δ−3

1[2−𝛼2][2−𝛼3]...[2−𝛼𝑛]...
.

Якщо 𝛼2 + 1 = 2, то [2− 𝛼2] + 1 = 4− (𝛼2 + 1) = 2.
Якщо 𝛼𝑘+1 +𝛼𝑘 = 2, то [2−𝛼𝑘+1] + [2−𝛼𝑘] = 4− (𝛼𝑘+1 +𝛼𝑘) =

2, 𝑘 = 2, 3, . . .; це означає, що 𝑓(𝑥1) = Δ𝐴2

1𝛽2𝛽3...𝛽𝑛...

Ми отримали, що 𝑓
(︁
2 ·Δ−3

(1) − 𝑥0

)︁
= 𝑓(𝑥0), ∀𝑥0 ∈ Γ1, тобто ча-

стина графiка Γ1 симетрична вiдносно прямої 𝑥 = Δ−3
(1).

2. Нехай𝑀(𝑥, 𝑦) ∈ Γ0, тобто 𝑥 = Δ−3
0𝛼2𝛼3...𝛼𝑛...

, 𝑦 = 𝑓(𝑥) = Δ𝐴2

0𝛽2𝛽3...𝛽𝑛...
,

тодi 𝑥′ = Δ−3
[2−𝛼1][2−𝛼2]...[2−𝛼𝑛]...

= Δ−3
2[2−𝛼2]...[2−𝛼𝑛]...

. Звiдси

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝛽1 = 0, 𝛽2 =

{︂
1− 𝛽1, якщо 𝛼2 = 2;
𝛽1, якщо 𝛼2 ̸= 2;

𝛽𝑘+2 =

{︂
1− 𝛽𝑘+1, якщо 𝛼𝑘+2 + 𝛼𝑘+1 = 2;
𝛽𝑘+1, якщо 𝛼𝑘+2 + 𝛼𝑘+1 ̸= 2, 𝑘 ∈ 𝑁 .

⇒
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𝛽′
1 = 1 = 1− 𝛽1,

𝛽′
2 =

{︂
1− 𝛽′

1, якщо [2− 𝛼2] + 2 = 2;
𝛽′
1, якщо [2− 𝛼2] + 2 ̸= 2;

𝛽′
𝑘+2 =

{︂
1− 𝛽′

𝑘+1, якщо [2− 𝛼𝑘+2] + [2− 𝛼𝑘+1] = 2;
𝛽′
𝑘+1, якщо [2− 𝛼𝑘+2] + [2− 𝛼𝑘+1] ̸= 2, 𝑘 ∈ 𝑁 .

Звiдси бачимо, що 𝛽′
𝑖 = 1 − 𝛽𝑖, 𝑖 ∈ 𝑁 , тобто 𝑦′ = 𝑓(𝑥′) =

Δ𝐴2

[1−𝛽1][1−𝛽2]...[1−𝛽𝑛]...
.

7 Варiацiйнi властивостi функцiї

Лема 7.1. Для амплiтуди 𝛿 коливання функцiї дiє рiвнiсть

𝛿
(︀
Δ̄3
𝛼1...𝛼𝑚

)︀
≡ max
𝑥∈Δ̄3

𝛼1...𝛼𝑚

𝑓(𝑥)− min
𝑥∈Δ̄3

𝛼1...𝛼𝑚

𝑓(𝑥) = |Δ𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑚
|.

Доведення. Нехай 𝑛 – парне число. Тодi цилiндр Δ𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑚
є вiд-

рiзком iз кiнцями: [Δ𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑚(10),Δ
𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑚(01)]. Розглянемо цилiндр
Δ̄3
𝛼1𝛼2...𝛼𝑚

. Нехай 𝛼𝑚 = 0. Тодi числа

𝑦1 ≡ 𝑓(Δ̄3
𝛼1...𝛼𝑚(02)) = Δ𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑚(𝛽𝑚,1−𝛽𝑚),

𝑦2 ≡ 𝑓(Δ̄3
𝛼1...𝛼𝑚(20)) = Δ𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑚(1−𝛽𝑚,𝛽𝑚)

є кiнцями цилiндра Δ𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑚
. Нехай 𝛼𝑚 = 1. Тодi числа

𝑦1 ≡ 𝑓(Δ̄3
𝛼1...𝛼𝑚(1)) = Δ𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑚(1−𝛽𝑚,𝛽𝑚),

𝑦2 ≡ 𝑓(Δ̄3
𝛼1...𝛼𝑚(02)) = Δ𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑚(𝛽𝑚,1−𝛽𝑚)

є кiнцями цилiндра Δ𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑚
. Нехай 𝛼𝑚 = 2. Тодi числа

𝑦1 ≡ 𝑓(Δ̄3
𝛼1...𝛼𝑚(02)) = Δ𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑚(1−𝛽𝑚,𝛽𝑚),

𝑦2 ≡ 𝑓(Δ̄3
𝛼1...𝛼𝑚(20)) = Δ𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑚(𝛽𝑚,1−𝛽𝑚)

є кiнцями цилiндра Δ𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑚
.

Таким чином, у всiх випадках |𝑦1 − 𝑦2| = |Δ𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑚
|, отже, амплi-

туда 𝛿 коливання функцiї на цилiндрi Δ̄3
𝛼1...𝛼𝑚

дорiвнює довжинi
Δ𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑚
.

При непарному значеннi 𝑛 мiркування аналогiчнi.
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Лема 7.2. Має мiсце подвiйна нерiвнiсть

1

3
|Δ𝐴2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑛 | < |Δ𝐴2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑛𝑖

| <
2

3
|Δ𝐴2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑛 |. (6)

Доведення. Перепишемо нерiвнiсть у формi

1

3
<

|Δ𝐴2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑛𝑖

|
|Δ𝐴2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑛 |
<

2

3
.

Доведемо спочатку першу нерiвнiсть. З рiвностей

|Δ𝐴2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑛2−1 |
|Δ𝐴2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑛 |
=

2 +
𝑞𝑛−1

𝑞𝑛

3 + 2
𝑞𝑛−1

𝑞𝑛

,
|Δ𝐴2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑛1
|

|Δ𝐴2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑛 |

=

1 +
𝑞𝑛−1

𝑞𝑛

3 + 2
𝑞𝑛−1

𝑞𝑛

,

де 0 <
𝑞𝑛−1

𝑞𝑛
< 1, бачимо, що

|Δ𝐴2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑛𝑖

|
|Δ𝐴2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑛 |
набуде меншого значення

при 𝑖 = 1.

Оскiльки функцiя 𝑓1(𝑥) =
1 + 𝑥

3 + 2𝑥
є зростаючою, то

|Δ𝐴2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑛1

|
|Δ𝐴2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑛 |
> inf
𝑥∈(0;1)

𝑓1(𝑥) = 𝑓1(0) =
1

3
.

Доведемо тепер другу нерiвнiсть.

Максимального значення дрiб
|Δ𝐴2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑛𝑖
|

|Δ𝐴2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑛 |

набуде при 𝑖 = 2−1.

Оскiльки функцiя 𝑓2(𝑥) =
2 + 𝑥

3 + 2𝑥
є спадною, то

|Δ𝐴2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑛2−1 |
|Δ𝐴2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑛 |
< sup
𝑥∈(0;1)

𝑓2(𝑥) = 𝑓2(0) =
2

3
.

Наслiдок 7.1. 2|Δ𝐴2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑛𝑖

| > |Δ𝐴2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑛(1−𝑖)|.
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Доведення. З нерiвностi (6) отримуємо

|Δ𝐴2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑛 | < 3|Δ𝐴2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑛𝑖
| ⇔

|Δ𝐴2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑛𝑖

|+ |Δ𝐴2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑛(1−𝑖)| < 3|Δ𝐴2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑛 | ⇔

⇔ |Δ𝐴2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑛(1−𝑖)| < 2|Δ𝐴2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑛𝑖

|.

Теорема 7.1. Функцiя 𝑓 є функцiєю необмеженої варiацiї.

Доведення. Оскiльки образом цилiндра 𝑛-го рангу нега-трiйкового
зображення числа при вiдображеннi 𝑓 є цилiндр 𝐴2-зображення того
самого рангу, причому точно два образи цилiндрiв

Δ̄3
𝛼1...𝛼𝑛0, Δ̄

3
𝛼1...𝛼𝑛1, Δ̄

3
𝛼1...𝛼𝑛2

збiгаються, то варiацiя 𝑉 функцiї 𝑓 є не меншою вiд сумарної дов-
жини образiв 𝑉𝑛 усiх цилiндрiв рангу 𝑛, тобто

𝑉 ≥ 𝑉𝑛 ≡
2∑︁

𝛼1=0

. . .

2∑︁
𝛼𝑛=0

|𝑓(Δ̄3
𝛼1...𝛼𝑚

)|.

Якщо Δ𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑛
= 𝑓(Δ̄3

𝛼1...𝛼𝑛
), то

2∑︁
𝑖=0

|𝑓(Δ̄3
𝛼1...𝛼𝑛𝑖)| = |Δ𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑛0
|+ |Δ𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑛1
|+ |Δ𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑛𝑐
| =

= |Δ𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑛
|+ |Δ𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑛𝑐
|, де 𝑐 ∈ {0; 1}.

Оскiльки 1
3 |Δ

𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑛
| < |Δ𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑛𝑖
| < 2

3 |Δ
𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑛
|, то

2∑︁
𝑖=0

|𝑓(Δ̄3
𝛼1...𝛼𝑛𝑖)| > |Δ𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑛
|+

1

3
|Δ𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑛
| =

4

3
|Δ𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑛
|.

Отже,

𝑉𝑛+1 ≡
2∑︁

𝛼1=0

. . .

2∑︁
𝛼𝑛=0

2∑︁
𝑖=0

|𝑓(Δ̄3
𝛼1...𝛼𝑛𝑖)| >

>
4

3

2∑︁
𝛼1=0

. . .

2∑︁
𝛼𝑛=0

|𝑓(Δ̄3
𝛼1...𝛼𝑛

)| ≡ 4

3
𝑉𝑛.
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Таким чином,

𝑉𝑛+1 >
4

3
𝑉𝑛 >

(︂
4

3

)︂2

𝑉𝑛−1 > . . . >

(︂
4

3

)︂𝑛+1

· |Δ| → ∞ при 𝑛→ ∞,

а отже, варiацiя 𝑉 ≡ lim
𝑛→∞

𝑉𝑛 = ∞.
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