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Топологiчна стiйкiсть функцiй вiдно-
сно усереднень за мiрами з кусково
постiйними щiльностями

We present sufficient conditions for a topological stability of averagigns
of piece-wise differentiable functions f : R → R with finitely many local
extremes with respect to probability measures with piecewise constant
densities.

В роботi отриманi достатнi умови для топологiчної стiйкостi усере-
днень кусково диференцiйовних функцiй f : R → R зi скiнченним чи-
слом екстремумiв вiдносно мiр з кусково постiйними щiльностями.

1. Вступ

Нехай µ— ймовiрнiсна мiра на вiдрiзку [−1, 1], тобто невiд’-
ємна σ-адитивна мiра, визначена на борелiвськiй алгебрi мно-
жин вiдрiзка [−1, 1], i така, що µ[−1, 1] = 1. Тодi для кожної
неперервної функцiї f : (a, b) → R та числа α > 0 такого, що
2α < b− a можна визначити нову вимiрну функцiю

fα : (a+ α, b− α) → R

за формулою:

fα(x) =

� 1

−1
f(x+ tα)dµ. (1.1)

Називатимемо її α-усередненням функцiї f вiдносно мiри µ.
Фактично усереднення є згорткою f iз щiльнiстю мiри µ, якщо
вона iснує, див. зауваження 1.5 нижче.
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Такi усереднення функцiй вiдiграють важливу роль як в те-
оретичних дослiдженнях, так i практичних задачах обробки
сигналiв, i називаються лiнiйними фiльтрами, [1], [2], [3], [4].
Дана робота продовжує дослiдження проблеми топологiчної

стiйкостi усереднень неперервних функцiй розпочате авторами
в [5], див. означення 1.1, 1.2 та 1.3 нижче.

Означення 1.1. див. напр. [6], [7] Нагадаємо, що двi неперерв-
нi функцiї f : (a, b) → R та g : (c, d) → R називаються топо-
логiчно еквiвалентними, якщо iснують зберiгаючi орiєн-
тацiю гомеоморфiзми h : (a, b) → (c, d) та φ : R → R такi, що
φ ◦ f = g ◦h, тобто зображена нижче дiаграма є комутатив-
ною.

(a, b)
f−−−−→ R

h

�
�φ

(c, d)
g−−−−→ R

Грубо кажучи, це означає, що графiки fα та f «мають одна-
кову форму».

Означення 1.2. Нехай f : R → R— неперервна функцiя i µ—
ймовiрнiсна мiра на [−1, 1]. Скажемо, що f є топологiчно
стiйкою вiдносно усереднень по мiрi µ, якщо iснує ε > 0,
таке, що для всiх α ∈ (0, ε) функцiї f та fα є топологiчно
еквiвалентними.

Проблема топологiчної стiйкостi вiдносно усереднень має за-
стосування до обчислення ентропiї цифрових сигналiв, [8], [9],
[10].
Нехай H+(R)— група всiх гомеоморфiзмiв прямої R, якi збе-

рiгають орiєнтацiю. Ця група складається зi строго зростаю-
чих неперервних функцiй h : R → R, що задовольняють умо-
ву lim

x→∞
h(x) = ∞. Тодi група H+(R) × H+(R) дiє на просторi

C0(R) всiх неперервних функцiй R → R за таким правилом:
якщо (h,φ) ∈ H+(R) × H+(R) i f ∈ C0(R), то результат дiї



148 С. I. Максименко, О. В. Марункевич

пари (h,φ) на f є функцiя

φ ◦ f ◦ h−1 : R → R.

Така дiя часто називається право-лiвою, [11], [12].
Очевидно, що f, g ∈ C0(R) є топологiчно еквiвалентними то-

дi i лише тодi, коли вони належать однiй орбiтi вiдносно дiї
групи H+(R)×H+(R).
Розглянемо шлях

γf : [0,∞) → C0(R), γf (α) = fα,

що починається в точцi f .
Очевидно, що f ∈ C0(R) є топологiчно стiйкою вiдносно усе-

реднень за мiрою µ тодi i лише тодi, коли деякий “початок”
γf [0, ε]шляху γf мiститься в орбiтi функцiї f для деякого ε > 0.
Таким чином усереднення є лiнiйною операцiєю на просторi

C0(R) всiх неперервних функцiй R → R, в той час, як топо-
логiчна еквiвалентнiсть зводиться до нелiнiйної дiї груп гомео-
морфiзмiв H(R)×H(R).

В [5] отримано достатнi умови топологiчної стiйкостi непе-
рервних функцiй зi скiнченним числом локальних екстрему-
мiв вiдносно усереднень. Показано, що ця проблема може бути
зведена до перевiрки локальної топологiчної стiйкостi лише па-
росткiв f в околах цих локальних екстремумiв. В данiй роботi
ми покажемо, що тi достатнi умови є також необхiдними (див.
означення 1.3 та теорему 1.4 нижче), а отже задача глобаль-
ної топологiчної стiйкостi повнiстю зводиться до дослiдження
локальної стiйкостi паросткiв локальних екстремумiв.

Нехай f : (R, a) → R— паросток неперервної функцiї в точцi
a ∈ R, тобто f є неперервною функцiєю, визначеною на малому
iнтервалi (a − ε, a + ε) для деякого ε. Тодi, якщо α < ε, то fα
визначена на iнтервалi (a − ε + α, a + ε − α), а її паросток в
точцi a, очевидно, залежить лише вiд паростка f в цiй точцi.
Зауважимо, що паростки f та fα в точцi a, взагалi кажучи,

не є топологiчно еквiвалентними: при усередненнях локальнi
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екстремуми можуть змiщуватись. Тому природним є таке озна-
чення.

Означення 1.3. Назвемо паросток f : (R, a) → R є топо-
логiчно стiйким вiдносно усереднень по мiрi µ, якщо iснує
таке ε > 0, що для кожного α ∈ (0, ε) знайдуться числа
c1, c2, d1, d2 ∈ (a − ε, a + ε) такi, що c1 < a < c2, d1 < d2, а
обмеження

f |(c1,c2) : (c1, c2) → R, fα|(d1,d2) : (d1, d2) → R
є топологiчно еквiвалентними.

Теорема 1.4. (див. [5]) Нехай µ— ймовiрнiсна мiра на [−1, 1]
i f : R → R неперервна функцiя, що має лише скiнченну кiль-
кiсть локальних екстремумiв x1, . . . , xn. Припустимо, що зна-
чення f(xi), (i = 1, . . . , n), попарно рiзнi i вiдрiзняються вiд
lim

x→−∞
f(x) та lim

x→+∞
f(x). Тодi наступнi умови еквiвалентнi:

(a) функцiя f є топологiчно стiйкою вiдносно усереднень
по мiрi µ;

(b) для кожного i = 1, . . . , n паросток f : (R, xi) → R в
точцi xi є топологiчно стiйким вiдносно усереднень по
мiрi µ.

В [5] доведена iмплiкацiя (b)⇒(a).Ми покажемо,що (a)⇒(b).
Таким чином, для функцiй загального положення задача пов-
нiстю зводиться до дослiдження локальної стiйкостi паросткiв
локальних екстремумiв.
В статтi [5] також отримано достатнi умови для топологi-

чної стiйкостi паросткiв функцiй вiдносно дискретних мiр зi
скiнченими носiями. В данiй роботi ми наводимо достатнi умо-
ви для топологiчної стiйкостi паросткiв функцiй вiдносно мiр
з кусково неперервними (i, зокрема, з локально постiйними)
щiльностями, див теореми 3.5 та 4.1.

Зауваження 1.5. Нехай µ має щiльнiсть p : [−1, 1] → R, тобто
таку вимiрну функцiю, що µ(A) =

�
A p(t)dt для кожної борелiв-

ської пiдмножини A ⊂ [−1, 1]. Для кожного α > 0 визначимо
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функцiю pα : [−α,α] → R i мiру µα на [−α,α] за формулами:

pα(s) =
p(s/α)

α
, µ(A) =

�

A
pα(s)ds.

Тодi

µα[−1, 1] =

� α

−α
pα(s)ds =

� α

−α

p(s/α)

α
ds

=

� α

−α
p(s/α)d(s/α) =

� 1

−1
p(t)dt = 1,

а отже µα є також ймовiрнiсною мiрою. Бiльш того,

fα(x) =

1�

−1

f(x+ tα)p(t)dt =

α�

−α

f(x+ s)p(s/α)d(s/α)

=

α�

−α

f(x+ s)pα(s)ds.

Останнiй iнтеграл називається згорткою f та pα i позначається
через f ∗ pα.
Зазвичай, в формулi для згортки вираз стоїть f(x− s), а не

f(x + s). Але це не принципово i грає роль лише для встанов-
лення деяких її зручних алгебраїчних властивостей. Нам буде
зручнiше використовувати знак «+».

2. Доведення теореми 1.4

В [5] доведена iмплiкацiя (b)⇒(a).Ми покажемо,що (a)⇒(b).
Припустимо, що функцiя f є топологiчно стiйкою вiдносно

усереднень по мiрi µ. Це означає, що iснує ε > 0 таке, що для
кожного α ∈ (0, ε) iснують два гомеоморфiзми hα,φα ∈ H+(R)
такi, що φα◦fα = f ◦hα. Зокрема, fα також має рiвно n локаль-
них екстремумiв hα(xi), i = 1, . . . , n i приймає в них значення
φα(f(xi)). Потрiбно довести, що паросток f в точцi xi є топо-
логiчно стiйким вiдносно усереднень за мiрою µ.
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Зменшивши ε, можна вважати, що

xi+1 − xi > 4ε (2.2)

для всiх i = 1, . . . , n − 1. Нехай α ∈ (0, ε). Так як f є строго
монотонною на iнтервалах

(−∞, x1), (x1, x2), · · · , (xn,+∞),

то fα є строго монотонною на

(−∞, x1 − α), (x1 + α, x2 − α), · · · , (xn + α,+∞).

Звiдси випливає, що hα(xi) ∈ [xi−α, xi+α]. Бiльш того, з умо-
ви (2.2) також слiдує, що hα(xi) є єдиною точкою локального
екстремуму fα на iнтервалi (xi − 2α, xi + 2α). Нехай

(c1, c2) = (xi − α, xi + α) ∩ h−1
α (xi − 2α, xi + 2α).

(d1, d2) = hα(c1, c2).

Тодi обмеження f |(c1,c2) та fα|(d1,d2) є топологiчно еквiвалентни-
ми, а саме: має мiсце тотожнiсть φα ◦ fα = f ◦ hα.

3. Кусково диференцiйовнi функцiї

У цьому роздiлi ми наводимо достатнi умови для топологi-
чної стiйкостi локальних екстремумiв вiдносно усереднень за
мiрами з кусково неперервними щiльностями (теорема 3.5).

Означення 3.1. Функцiя f : [a, b] → R називається куско-
во неперервною, або кусково 0-диференцiйовною, якщо
f неперервна скрiзь, за виключенням скiнченого числа точок
t1, . . . , tn ∈ (a, b), причому в кожнiй такiй точцi ti iснують
скiнченi лiва та права границi lim

t→ti−0
f(t) та lim

t→ti+0
f(t). В цьо-

му випадку писатимемо, що f ∈ C0([a, b], t1, . . . , tn).
Скажемо, що неперервна функцiя f : [a, b] → R є кусково

k-диференцiйовною, k ≥ 1, якщо знайдеться скiнчена мно-
жина точок t1, · · · , tn ∈ (a, b) таких, що f має неперервнi по-
хiднi до порядку k включно на [a, b] \ {t1, . . . , tn} i для кожного
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i = 1, . . . , n та s = 1, . . . , k iснують скiнченi лiва та права
границi

fl(t) = lim
t→ti−0

f (s)(t), fr(t) = lim
t→ti+0

f (s)(t).

В цьому випадку також писатимемо, що

f ∈ Ck([a, b], t1, . . . , tn).

Очевидно, що сума та добуток кусково неперервних (k-ди-
ференцiйовних) функцiй є також кусково неперервною (k-ди-
ференцiйовною) функцiєю, а для k ≥ 1 похiдна кусково (k+1)-
диференцiйовної функцiї може бути (довiльним чином) дови-
значена в точках розриву до кусково k-диференцiйовної фун-
кцiї.
Наступна лема добре вiдома для випадку неперервно дифе-

ренцiйовних функцiй.

Лема 3.2. Нехай f : [a, b] → R— неперервна функцiя. Припу-
стимо, що виконується одна з таких умов:

(1) f ∈ C1([a, b], t1, . . . , tn) i f �(x) < f �(y) для всiх пар точок
x < y ∈ [a, b] \ {t1, . . . , tn};

(2) f ∈ C2([a, b], t1, . . . , tn), причому f ��(x) > 0 для всiх точок
x ∈ [a, b] \ {t1, . . . , tn} та lim

t→ti−0
f �(t) ≤ lim

t→ti+0
f �(t) для всiх

i = 1, . . . , n.

Тодi f є строго випуклою.

Доведення. Введемо позначення для лiвої та правої границь
похiдної f �:

f �
l (x) = lim

t→x−0
f �(t), f �

r(x) = lim
t→x+0

f �(t).

(2)⇒(1).Припущення f ��(x) > 0 для всiх x ∈ [a, b]\{t1, . . . , tn},
означає, що f � строго зростає на кожному з вiдрiзкiв

[a, t1], [t1, t2], . . . , [tn−1, tn], [tn, b].
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Крiм того, f �
l (ti) ≤ f �

r(ti) для всiх i = 1, . . . , n. Звiдси слiдує,
що f �(x) < f �(y) для всiх x < y ∈ [a, b] \ {t1, . . . , tn}, тобто
виконана умова (1).

(1) З того, що f � є кусково неперервною i строго зростає на
[a, b] \ {t1, . . . , tn} випливає, що f �

l (t) ≤ f �
r(t) для всiх t ∈ (a, b) i

що обидвi функцiї f �
l та f �

r є строго зростаючими.
Нехай x < y ∈ [a, b] i t ∈ (0, 1). Тодi

f(x) + (y − x)f �
r(x) < f(y) = f(x) +

� y

x
f �(t)dt <

< f(x) + (y − x)f �
l (y).

Зокрема, якщо s ∈ (0, 1) i z = (1− s)x+ sy ∈ (x, y), то

f(z) < f(x) + (z − x)f �
l (z) = f(x) + s(y − x)f �

l (z),

f(z) < f(y)− (y − z)f �
r(z) = f(y)− (1− s)(y − x)f �

r(z).

Помноживши першу нерiвнiсть на 1−s, а другу— на s, додавши
їх i врахувавши, що f �

l (z)−f �
r(z) ≤ 0, отримаємо такi нерiвностi:

f(z) < (1− s)f(x) + sf(y) + s(1− s)(y − x)
�
f �
l (z)− f �

r(z)
�

≤ (1− s)f(x) + sf(y).

Це доводить строгу випуклiсть f . �

Надалi вважатимемо, що p : [−1, 1] → [0,+∞)— кусково не-
перервна функцiя така, що

� 1
−1 p(t)dt = 1 i µ— вiдповiдна ймо-

вiрнiсна мiра на борелiвськiй алгебрi B[−1, 1], визначена за
формулою

µ(A) =

�

A
p(t)dt, A ∈ B[−1, 1]. (3.3)

Лема 3.3. Нехай f : [a, b] → R— неперервна функцiя i

fα : [a+ α, b− α] → R

— її усереднення за мiрою µ. Тодi fα належить класу C1.
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Якщо f є також кусково k-диференцiйовною (належить
класу Ck) для k ≥ 1, то fα кусково (k + 1)-диференцiйовною
(належить класу Ck+1).

Доведення. Вiдмiтимо, що

fα(x) =

� 1

−1
f(x+ tα)p(t)dt =

n�

i=0

� ti+1

ti

f(x+ tα)p(t)dt.

Так як f — неперервна, то f � визначається за такою формулою:

f �
α(x) =

n�

i=0

�
fl(x+ ti+1α)pl(ti+1)− fr(x+ tiα)pr(ti)

�
, (3.4)

а отже є неперервною функцiєю. Звiдси випливає, що f �
α є та-

кож кусково k-диференцiйовною так само, як i f , а отже fα —
кусково (k + 1)-диференцiйовна. Бiльш того,

f (s)
α (x) =

n�

i=0

�
f
(s−1)
l (x+ ti+1α)pl(ti+1)− f (s−1)

r (x+ tiα)pr(ti)
�

(3.5)
для всiх x, в яких права частина неперервна.
Якщо ж f належить класу Ck, то, зокрема, f = fl = fr, а

тому з формули (3.4) випливає, що fα належить класу Ck+1.
�

Лема 3.4. Нехай f : [−ε, ε] → R— неперервна функцiя, для
якої виконанi такi умови:

(a) f строго спадає на [−ε, 0] i строго зростає на [0,+ε];
(b) f �

α строго зростає.
Тодi паросток f в точцi 0 є топологiчно стiйким вiдносно
усереднень за мiрою µ.

Доведення. Так як f є неперервною, то згiдно з лемою 3.3 усе-
реднення fα є неперервно диференцiйовною функцiєю. За при-
пущенням (b) f �

α строго зростає, а тому з твердження (1) ле-
ми 3.2 слiдує, що fα є строго випуклою функцiєю. Так як fα
спадає в околi точки −ε+α i зростає в околi точки ε−α, то fα
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має єдину точку мiнiмуму xα на вiдрiзку [−ε+ α, ε− α], а зна-
чить, паросток f в точцi 0 топологiчно еквiвалентний паростку
fα в точцi xα. �
Теорема 3.5. Нехай f, g : [−ε, ε] → R— двi кусково 1-диферен-
цiйовнi функцiї i h = f − g. Припустимо, що виконанi такi
умови:

(a) f та g строго спадають на [−ε, 0] i строго зростають
на [0,+ε];

(b) iснує таке C > 0, що для всiх x ∈ [−α,α] виконана
нерiвнiсть

f ��
α(x) ≥ Cα ;

(c) похiдна h� = g� − f � — неперервна в точцi 0 i h�(0) = 0.
Тодi паросток g в точцi 0 є топологiчно стiйким вiдносно усе-
реднень за мiрою µ.

Доведення. Вiдмiтимо, що умова (b) гарантує, що f �
α строго

зростає, а тому з (a) та леми 3.4 випливає, що f є топологiчно
стiйкою вiдносно усереднень за мiрою µ. Нам потрiбно довести,
що за виконання умови (c) функцiя g = f + h («збурення»
f за допомогою h) також буде топологiчно стiйкою вiдносно
усереднень за мiрою µ.
Так як g є неперервною i кусково 1-диференцiйовною, то,

згiдно з лемою 3.3, g�α — неперервна, а g��α — кусково неперервна.
Бiльш того, з умови (a) слiдує, що для α < ε функцiя gα строго
спадає на [−ε+ α,−α] i строго зростає на [α, ε− α]. Зокрема,

g�α(−α) < 0, g�α(α) > 0.

Тому достатньо показати, що lim
y→x

g��α(x) > 0 для x ∈ [−α,α]

при всiх достатньо малих α. Звiдси випливатиме, що g�α строго
зростає на [−α,α], а тому gα матиме там єдину точку мiнiмуму.
Так як h� — неперервна в точцi 0, i h(0) = 0, то h(x) = xk(x),

де

k(x) =

� 1

0
h�(tx)dt.
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Зокрема, k — неперервна i k(0) = h�(0) = 0. Нехай

P = sup
t∈[−1,1]

p(t)

i n— число точок розриву щiльностi p мiри µ, див. форму-
лу (3.3). Тодi знайдеться таке δ > 0, що |k(x)| < C

8Pn для всiх
x ∈ [−δ, δ].
Нехай α < δ/2. Тодi для всiх x ∈ [−α,α] та i = 0, . . . , n + 1

виконана нерiвнiсть:

|x− tiα| < |x|+ |ti|α ≤ α+ α = 2α < δ,

а тому

|h�(x− tiα)| = |x− tiα| · |k(x− tiα)| ≤ 2α · C

8Pn
=

Cα

4Pn
.

Тепер з леми 3.3 отримуємо, що в кожнiй точцi x ∈ [−α,α], в
якiй h��α є неперервною, має мiсце рiвнiсть:

|h��α(x)| ≤
n�

i=0

���h�r(x− ti+1α)pr(ti+1)− h�l(x− tiα)pl(ti)
��� ≤

≤ Cα

4Pn
· 2Pn =

Cα

2
.

Тому

lim
y→x

|h��α(y)| ≤
Cα

2
,

а значить,

lim
y→x

g��α(y) = lim
y→x

�
f ��
α(x) + h��α(x)

�
≥

≥ lim
y→x

f ��
α(x)− lim

y→x
|h��α(y)| ≥ Cα− Cα

2
=

Cα

2
> 0.

Таким чином, g�α строго зростає, що i треба було довести. �
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4. Кусково постiйнi щiльностi

Нехай
−1 = t0 < t1 < · · · < tn < tn+1 = 1

— зростаюча послiдовнiсть чисел, p0, . . . , pn ∈ [0,+∞)— деякi
невiд’ємнi числа такi, що pi �= pi+1 для i = 0, . . . , n− 1. Визна-
чимо кусково постiйну функцiю p : [−1, 1] → [0,+∞) за форму-
лою:

p[ti, ti+1) = pi, i = 0, . . . , n− 1

p[tn, tn+1] = pn,

див рис. 4.1.

Рис. 4.1

Також вважатимемо, що
� 1

−1
p(t)dt =

n�

i=0

(ti+1 − ti)pi = 1. (4.6)

Тодi p визначає ймовiрнiсну мiру µ на борелiвськiй алгебрi мно-
жин вiдрiзка [−1, 1] за формулою:

µ(A) =

�

A
p(t)dt, A ∈ B[−1, 1].

Вiдповiдно, для кожної неперервної функцiї f : R → R ї ї α-
усереднення fα : R → R за мiрою µ задається формулою:

fα(x) =

� 1

−1
f(x+ αt)dµ =

� 1

−1
f(x+ αt)p(t)dt =

=
n�

i=0

pi

� ti+1

ti

f(x+ αt)dt. (4.7)
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Вiдмiтимо, що тодi

f �
α(x) =

n�

i=0

pi

� ti+1

ti

f �(x+ αt)dt =

=
n�

i=0

�
f(x+ αti+1)− f(x+ αti)

�
pi, (4.8)

що є частинним випадком формули (3.4).

Теорема 4.1. Нехай g : [−ε, ε] → R— кусково 1-диференцiйов-
на функцiя, що задовольняє такi умови:

(a) g строго спадає на [−ε, 0] i строго зростає на [0,+ε];
(b) iснують скiнченi границi

L = lim
x→0−0

g�x, R = lim
x→0+0

g�x.

Для i = 0, . . . , n+ 1 визначимо числа

Xi := Lµ[t0, ti] +Rµ[ti, tn+1]

= L

i−1�

j=0

(tj+1 − tj)pj +R

n�

j=i−1

(tj+1 − tj)pj ,

якi, очевидно, задовольняють нерiвностям:

L = Xn+1 ≤ Xn ≤ · · · ≤ X1 ≤ X0 = R.

Припустимо, що для кожного i ∈ {0, . . . , n} хоча б одне з чисел
Xi або Xi+1 вiдмiнне вiд нуля. Тодi паросток g в точцi 0 є
топологiчно стiйким вiдносно усереднень за мiрою µ.

Доведення теореми 4.1 базується на такiй лемi:

Лема 4.2. Нехай f : R → R— неперервна функцiя, визначена
за формулою

f(x) =

�
Lx, x ≤ 0

Rx, x > 0.
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Тодi

1
α · f �

α(x) =





Xn+1 = L, x < −αtn+1 = −α,

Xi+1 +
x+ αti+1

ti+1 − ti
(Xi −Xi+1), −αti+1<x<−αti,

1 ≤ i ≤ n,

X0 = R, −t0α = α < x,

(4.9)

f ��
α(x) =





0, x < −αtn+1 = −α,
Xi −Xi+1

ti+1 − ti
α, −αti+1 < x < −αti

0, −t0α = α < x.

(4.10)

Доведення теореми 4.1. Досить перевiрити,що для f з леми 4.2
та g виконанi умови (a)-(c) теореми 3.5. Умова (a) очевидно ви-
конується.
Нехай

C = min
i=0,...,n

Xi −Xi+1

ti+1 − ti
.

Тодi з формули (4.10) i припущення,що жоднi два сусiднi числа
Xi+1 та Xi одночасно не дорiвнюють нулю, випливає, що C > 0
i f ��

α(x) > Cα для всiх x ∈ [−α,α], тобто виконується умова (b).
Нарештi покладемо h = f − g. Тодi

lim
x→0−0

h�(x) = lim
x→0−0

f �(x)− lim
x→0−0

g�(x) = L− L = 0

lim
x→0+0

h�(x) = lim
x→0+0

f �(x)− lim
x→0+0

g�(x) = R−R = 0,

а тому h� неперервна в точцi 0 i h�(0) = 0. Отже умова (c) теж
виконана, а значить, за теоремою 3.5 паросток g в точцi 0 є
топологiчно стiйким вiдносно усереднень за мiрою µ. �

Доведення леми 4.2. Для n− 1 ≥ i ≥ 0 покладемо

Δi(x) =
�
f(x+ αti+1)− f(x+ αti)

�
pi.
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Тодi, згiдно з формулою (4.8), f �
α(x) =

n�
i=0

Δi(x). Розглянемо
три випадки.

a) Якщо x+ αti < x+ αti+1 < 0 для деякого i = 0, . . . , n, то

Δi(x) =
�
L(x+ αti+1)− L(x+ αti)

�
pi

= αL(ti+1 − ti) pi = αLµ[ti, ti+1].

b) Припустимо, що x + αti ≤ 0 ≤ x + αti+1 для деякого i =
0, . . . , n− 1. Ця умова рiвносильна тому, що x ∈ [−αti+1,−αti].

Покладемо, di = ti+1 − ti, s =
x+ αti+1

αdi
, див. рис. 4.2. Тодi

Рис. 4.2

1− s = −x+ αti
αdi

, x = −αti+1(1− s)− αtis,

а тому

Δi(x) =
�
R(x+ αti+1)− L(x+ αti)

�
pi =

�
(1− s)L+ sR

�
α pidi.

c) Якщо ж 0 < x+αti < x+αti+1 для деякого i = n−1, . . . , 0,
то аналогiчно до випадку a) отримуємо, що

Δi(x) =
�
R(x+ αti+1)−R(x+ αti)

�
pi

= αR(ti − ti+1)pi = αRµ[ti+1, ti].

Тепер можемо довести формулу (4.9) для f �
α. Припустимо,

що x ≤ α = αt0. Тодi x+ αti < x+ αtn+1 ≤ 0 для всiх i, а тому

f �
α(x) =

n�

j=0

Δj(x) =

n�

j=0

αLµ[tj , tj+1]
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= αL
n�

j=0

µ[tj , tj+1] = αLµ[−1, 1] = αL.

Якщо, як у випадку b),

x = −αti+1(1− s)− αtis ∈ [−αti+1,−αti]

для деякого i = 0, . . . , n, то

1
α f �

α(x) =
i−1�

j=0

Lµ[tj , tj+1] +
�
(1− s)L+ sR

�
αµ[ti, ti+1]+

+

n�

j=i+1

Rµ[tj , tj+1]

= Lµ[t0, ti] +
�
(1− s)L+ sR

�
αµ[ti, ti+1] +Rµ[ti+1, tn+1]

= (1− s)
�
Lµ[t0, ti+1] +Rµ[ti+1, tn+1]

�
+

+ s
�
Lµ[t0, ti] +Rµ[ti, tn+1]

�

= (1− s)Xi+1 + sXi = Xi+1 + s(Xi −Xi+1)

= Xi+1 +
x+ αti+1

ti+1 − ti
(Xi −Xi+1).

Нарештi, коли α = tn+1α ≤ x, то 0 ≤ x + αt0 < x + αti для
всiх i, то

f �
α(x) =

n�

j=0

Δj(x) =
n�

j=0

αRµ[tj , tj+1]

= αR
n�

j=0

µ[tj , tj+1] = αRµ[−1, 1] = αR.

Лему доведено. �

Приклад 4.3. Покажемо,що якщо в теоремi 1.4 Xi+1 = Xi = 0
для деякого i, то функцiя g може не бути топологiчно стiйкою
вiдносно мiри µ. Визначимо функцiю f : R → R i щiльнiсть
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p : [−1, 1] → R за формулами:

f(x) =

�
−x, x ≤ 0,

2x, x ≥ 0
p(x) =





1, x ∈ [−1,−0.5],

0, x ∈ (−0.5, 0],

0.25, x ∈ (0, 1),

див. рис. 4.3.

�1 1

1

2

�1 �0.5 1

1

0.25

�1 1

1

a) f(x) (b) p(x) (с) fα(x)

Рис. 4.3

Таким чином, L = −1, R = 2, n = 2, t0 = −1, t1 = −0.5,
t2 = 0, t3 = 1, p0 = 1, p1 = 0, p2 = 0.25. Тодi

X2 = Lµ[−1, t2] +Rµ[t2, 1] = −1 · 0.5 + 2 · 0.25 = 0,

X1 = Lµ[−1, t1] +Rµ[t1, 1] = −1 · 0.5 + 2 · 0.25 = 0.

Отже X2 = X1 = 0 i умови теореми 4.1 не виконуються. З
iншого боку, згiдно з формулою (4.9), для

x ∈ [−αt2,−αt1] = [0, 0.5α]

маємо, що 1
α f �

α(x) = X2 +
x+ αt2
t3 − t2

(X1 − X2) = 0. Це означає,

що fα є постiйною на iнтервалi [0, 0.5α], а тому вона не може
бути топологiчно еквiвалентною до f , див. рис. 4.3(c). Таким
чином, умови теореми 4.1 є суттєвими.
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[7] Thom René. L’équivalence d’une fonction différentiable et d’un
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